ZIBOLEN ENDRE'

Duopoéliumokrol nemcsak ,,jatékosan”

A jatékelmélet és alkalmazasai egyarant érdekelhetik mindazokat, akik a kovetkez6 szakteriileteket mivelik,
tanuljak: (alkalmazott matematika, informatika), kozgazdasagtan, menedzsmenttudomanyok (operacidkutatas).
Ami a jatékelmélet tanulmanyozasa soran jol johet, az a matematikai analizis, linedris algebra és valdszintiség-
elmélet alapjainak ismerete. A torténetileg legrégebbi duopdliumok targyalasa azonban ennél joval egyszertibb
lesz, minthogy a Nash-féle egyensulyi helyzet definiciéjan tulmenden pusztan csak kozépiskolai ismereteket
igényel.

Az el6adas célja, hogy a legismertebb duopoliumokat és a kapcsolodo jatékelméleti fogalmakat, sszefiiggéseket
részben altalanosan, ugyanakkor mindig példdkon keresztiil is ismertesse. A kozgazdasagtan irdnt kozelebbrol
érdekl6dé olvasé szamara feltétlen ajanljuk Koppany Krisztian kivalé elemzését, amelynek cime ,,Révid dtmutatd

a duopolium modellekhez kapcsolodé feladatok megoldasahoz”, és amelynek kozvetlen webcime az alabbi:

http://rs1.szif. hu/~koppanyk/web/segedlet/E-learning%20kepzes/Mikrookonomia/duop%f3liumok e-learning.
pdf.

E tanulmany értékelésénél feltétleniil figyelembe kell venni, hogy érdemi részei — azaz az 1-5. fejezetek, kis
kiegészitésektdl eltekintve — Vladimir Mazalov Mathematical Game Theory and Applications cimii 2014-ben
megjelent konyve 1.1.-1.6. pontjai masodkozlésének tekintheték. A tanulmany 6. Fiiggelék a részletszdamitdsokhoz

pontja — bar nyilvanval6an elemi - sajatnak tekintheto.

1 Zibolen Endre féiskolai docens, BGE KKK MITO (Budapesti Gazdasagi Egyetem Kiilkereskedelmi Kar Modszertani Intézeti Tan-
széki Osztély); e-mail-cim: zibolen.endre@uni-bge.hu.
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1. Kétszemélyes normal formaju jatékok

Tegyiik fel, hogy két jatékosunk van, I és II. Az I jatékos valaszt egy bizonyos x stratégiat egy X halmazbdl, mig
a II jatékos ezzel egyidejtileg valaszt valamely y stratégiat egy Y halmazbol. Az I és IT jatékosok kifizetési fiiggvé-
nyeit jelolje H (x, y) és H,(x, y).
1.1 definicio. Egy normadl formdju jaték egy I' = < I, II, X, Y, H,, H, > objektum, ahol X, Y az I és II jdtékosok
stratégidinak halmazdt jeloli, mig H,, H, a jdtékosok kifizetési fiiggvényeit azonositja: H;: X x Y > R, i=1, 2.
Mindegyik jatékos a sajat kifizetési értékének maximalizalasara torekszik. Tekintsiik most a Nash-egyenstlypont
fogalmat, a jatékelmélet egyik kozponti elemét.
1.2 definicio. Egy I' jaték Nash-egyensuilypontja azon (x', y') stratégidk halmaza, amelyekre fenndllnak a
H, (x,y*)S Hl(x*,y*)
Hz(x*,y)SHz(x*,y*) (L.1)

feltételek a jatékosok tetszdleges x, y stratégidi mellett.
Ha létezik Nash-egyensulypont, akkor azt mondjuk, hogy a H, = H, (x*, y*), H,=H, (x*, y*) kifizetések opti-
malisak. Az (x, y) stratégidk egy halmazat gyakran stratégiaprofilnak hivjak.

2. A Cournot-duopolium

A Cournot-duopolium 1838-ban jelent meg, mint az egyik elsé jatékmodell, melyben két vallalat ugyanazt
aterméket gyartja g, és g, mennyiségben és p-q —q, egységarban, ahol p a kezdeti 4r. Jel6ljon ¢ olyan egységkoltséget,
amelyre ¢ < p. Kovetkezésképpen a jatékosok kifizetési fliggvényei (profitjai)

H1(q1’ qz) = (p_q1_q2)q1_cq1’ Hz(ql’ qz) = (P_q1_qz)qz_cqz . (2.1)

Ekkor a jaték ugy definidlhat6, mint I' =< I, I, Q, = [0, ©°), Q, = [0, o°), H , H, >. Az (1.1) miatt a Nash-egyen-

sulypont meghatarozasa — az (1.1) szerint — két feladat megoldasaval jar egyiitt, nevezetesen a n;ax H, (q,,qz) és
max 1

p H, (ql , qz) maximumfeladatok megoldasaval.
2
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Amit még be kell litnunk, az az, hogy a maximum a q, = q), g, = q, mellett érhetd el. A H,(q,, q5) és H,(q], q,)

kvadratikus fiiggvények az alabbi értékek mellett maximalizalhat6ak:

%=l@—wﬂﬁ,

21 (22)
g, =~ p-c-q7).
2
Megjegyzés. A (2.2) és (2.3) mas megkozelitését lasd még az 1. és 2. Fiiggelékben.
2.1. allitas. A Cournot-duopdlium I jatékdnak egy Nash-egyensiilypontja létezik, melyre:
- .
4, =4, :E(p_c_%)
(2.3)
« 1 .
9, =4, =5(p—c—q1 )
2.1. allitas els6 igazolasa. Indirekt mddon tegyiik fel, hogy
qi # 41> Vagy G, # 4, (2.4)

Ekkor, mivel a konkdv kvadratikus fiiggvényeknek abszolut maximuma van, és ezt egyetlen helyen, most a q,-ben
és g,-ben veszik fel, igy vagy az, hogy H\(q), q,) < H,(q,,q;) , vagy az, hogy H,(q,q,) < H,(q}, q,) kellene, hogy
teljesiiljon, vagyis a (¢}, ¢;) biztosan nem lenne Nash-egyensulypont. Mivel a (2.4) indirekt feltétel ellentmondashoz
vezetett, ezzel igazoltuk a 2.1 dllitds helyességét, vagyis azt, hogy (2.2)-ben g, = q| és q, = g, azaz fenndll, hogy

a =;(p—c—q§)
. (2.5)
q§=5(p—c—q{")

2.1. allitas masodik igazolasa. A Cournot-duopoéliumra vonatkozéan tételezziik fel, hogy (g}, q;) Nash-
egyenstlypont. Innen tetszbleges g,-re fennall, hogy H,(q,, q;) < H,(q}, q;). Ugyanakkor az els6 véltozdjaban
konkav kvadratikus H,(q,,q;) figgvénya q, = % (p - ¢ - g;)-ben és csak ebben felveszi abszolit maximumat. Utobbi
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miatt H,(q}, q;) < H, (q,, ;). Az utolsé két egyenlStlenség szerint H (q,, ;) = H, (q), q5). Minthogy a H, (q,, ;) az
abszolit maximumot csak g,-ben veszi fel, igy fenndll, hogy q, = q| és q, = g, tehdt (2.5) els6 dsszefiiggése teljestil.
Hasonléan adédik, hogy ¢, = % (p - ¢ - g, Jegyértelmiien létezik.

Természetesen a (2.4) mennyiségeinek nemnegativaknak kell lenniiik, amibdl az kovetkezik, hogy
q, <p-ci=12. (2.6)

Megoldva a g, q),-raleszdrmaztatott (2.5) egyenletrendszert, a (2.6) feltételt kielégit6 alabbi eredményt kapjuk:

s s —-C
49 =49, = P . (2.7)
3
Az optimalis kifizetések az alabbiak lesznek:
* * (p - 0)2 2 8
I{1 = H2 = 9 . ( M )

A (2.7) és (2.8) tobbféle, részletes igazolasat a 3.—4. és 5.-7. Fiiggelékek foglaljak magukban.

1. Megjegyzés. Legylink 6vatosak, eddig még csak azt bizonyitottuk be, hogy ha (g}, q;) Nash-egyensuly-
pont, akkor (2.7) szerint g} = ¢} = % , ugyanakkor azt még nem lattuk be, hogy ez forditva is igaz, vagyis ha
q,=9,= %, azaz (2.7) fennall, akkor (g, q;) tényleg Nash-egyensulypont. Mivel (2.7) a (2.5) egyenletrendszer
megoldasa, igy (2.5) fennill, ahol a (2.5) szarmaztatasa miatt g}-re, g;-re és tetsz6leges g ,-re H,(q » 9, ) < H,(q} , q})

igaz, valamint tetszoleges q,-re H,(q}, 4,) < H,(q 43), igy (¢}, q}) valoban egyértelmi Nash-féle egyensulypont.

2. Megjegyzés. A Cournot-féle duopdlium fenti szamitasainak megértéséhez és elvégzéséhez mar elegendéek
akozépiskolds ismeretek, de az 1. Fiiggelék és 2. Fiiggelék szerint a legfontosabb 1épéseket kétféleképpen is részletezve,
a szamitasok még konnyebben végezhetdk el a BGE egyes karain rendelkezésre all6 angol nyelvii Maple V.1, illetve
magyar nyelvii DERIVE 6.1 matematikai programok segitségével (1. 5.-8. Fiiggelék).

Abrézoljuk a (2.1) kifizets- és a (2.2)-b6l a q, = q}, q, = q; helyettesitéssel adodo és igy a Nash-féle egyensuly-

helyzetnek megfeleld, ,,legjobb valasz” néven ismert fiiggvényeket, ha p = 1 és c = 1/2.
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1 1
Hl(ql’ qz) = (p_q1_q2)q1_c "4, = (l_ql_qz)ql_ E 49 Hz(ql’ qz) = (1_q1_qz)q2_ i q,

1 1
a=5(p-c-q,)=7

2 2 4 2 2

A feladat tehat az alabbi implicit megadasu fiiggvények abrazolasa kiilonb6z6 C-k mellett:

1 1 1 1 1 1
(1_q1_q2)q1 - iql = Cl’ (l_ql_qz)qz - iqz = Cz’ q, * §q2 4 =0, q,* 2 g, - 4 =0.

Az els6 két kifizetd- és az utolsé két legjobbvalasz-fliggvény abraja az alabbi lesz:

1. abra: Cournot-duopdlium

0.141 018 022 02 03
q

1 1 1 1 1 , 1 1
(l———qz}———qz 4y +59, = =0 Vgyaniey g, +—g,—=0-

(2.9

A folytonos (szaggatott) egyenes az elsé (masodik) legjobb valaszt, ill. reakciofiiggvényt jeloli, mig a folytonos

(szaggatott) gorbesereg az elsé (masodik) kifizets-, illetve profilfiiggvényt irja le.
3. Megjegyzés. A Cournot-duopolium 1. dbrdja Maple-lel is kiadodhat pl. a 8. Fiiggelék szerint.
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2.2 Allandé javitds eljdrds

Képzeljiik el, hogy az I jatékos ismeri a II jatékos g, stratégidjat. Ekkor az 6 legjobb vdlasza az a g, stratégia, amely
a maximdlis H (q,, q,) kifizetést eredményezi. Emlékeztetiink rd, hogy rogzitett q,-re a H (q,, q,) konkdv parabola,

amelynek csucsa az alabbi pontnal van:

q, =%(p—c—q2)- (2.10A)

A legjobbvalasz-figgvényt ugy jeldljiik, hogy g, = R(q,) = % (p - ¢ - gq,). Ehhez hasonldan, ha az I jatékos g, stra-
tégidja ismertté valik a II jatékos szdmadra, akkor az 6 legjobb valasza a maximalis H,(q,, q,) kifizetésnek megfelel6

q, stratégia. Mds szavakkal:

4,=R(@)=3(p-c-q,). (2.10B)
Kossiik dssze a legjobb valaszok (2.10A)-(2.10B) pontjait a (q,, q,) sikon (ldsd a 2. dbrdt). Tetsz6leges q§°) kezdeti

stratégiara megkonstrualjuk a legjobb valaszok sorozatat:

¢ >4 =Rlg!")—> " = Rlg!")—> ...~ ¢ = Rlg\") > 4" = R(g") .. (2.11)

A (ql("),qﬁn)) sorozatot a legjobbvalasz-sorozatnak nevezik. Az ilyen iteracids eljaras megfelel az eladok egy piacon
torténd viselkedésének (mindegyikilk modositja stratégiajat a versenytarsak cselekedeteinek megfeleléen).
A 2. dbranak megtelelGen a jatékosok legjobbvalasz-sorozata tetszdleges qgo)kezdeti stratégia mellett most egy
egyensulyi helyzethez tart. Mindenesetre kiemeljiik, hogy a legjobbvalasz-sorozat altalaban nem sziikségképpen

tart egy Nash-egyensulyponthoz.

923



2. abra: A Cournot-duopdlium

3. A Bertrand-duopolium

Egy masik kétszemélyes jaték, ami piaci arképzést modellez, a Bertrand-duopoélium (1883).

Tekintstink két véllalatot, I-t és II-t, amelyek A és B termékeket allitanak el6 értelemszertien. Itt a jatékosok
termékarakat és sajat stratégidkat valasztanak. Tegyiik fel, hogy az I vallalat az egységarakat c -nek, mig a II vallalat
c,-nek deklardlja.

Az arak kiszabasanak kovetkeztében a piacon minden egyes termékre megallapithato a kereslet, azaz
Qcpc)=q-c +kc ésQ,c,c,)=q-c,+kec. Aqszimbélum egy kezdeti igényt jell, és a k egyiitthat6 az A és
B termékek felcserélhetGségének felel meg.

A Cournot-modellel val6 analdgia miatt az egységkoltséget jelolje c. Kovetkezésképpen a jatékosok kifizetd-

fiiggvényei az alabbi alakokat 6ltik:
H(c,c)=(q-c +kc)c, -c) Hfc,c)=(q-c,+ke)(c,-o).
A jaték a kovetkezéképpen definidlhatd: I'= < I, II, Q, = [0, ©0), Q, = [0, ), H , H, >.

mcix H (c,, c,) kifizetési értéket garantdlja.
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Mivel a H (c,, c,) atirhaté a H,(c,c,) = (-1) - c;+ (g + ke, +¢) - c,=a-c; + b- c, + d alakba, igy H (¢, c,) grafikonja

- —(gtke+c)  gtke+c

a < 0-ra konkav parabola, csticsa és maximuma 02:2— ==, C) 5 -ben van:
a o | —

czzé(q+kcl+c). (3.1)

Ehhez hasonl6an, ha a IT jatékos c, startégidja rogzitett, akkor az I jatékos legjobb vilasza a M H (c,,c,) maximalis
c
kifizetési értéket biztositd c, stratégia lesz. Kénnyen megkaphato, hogy 1

¢, =2(q+ke,+0). (3.2)

A (3.1)-(3.2) egyenletrendszernek létezik egyértelmti megoldasa:

. . _q+c
clzczzz_k.

Pozitiv megoldast keresiink, kovetkezésképpen k < 2. Az eredményiil adédé ¢, ¢, megoldasra a (c}, ¢;) pont
- az 1. Megjegyzéshez hasonld indoklassal is belathaté médon - egy Nash-egyensulypont lesz. A II jatékosnak
a c| stratégidhoz tartozo legjobb vilasza a ¢, és forditva, az I jatékosnak a ¢ stratégiara adott legjobb valasza
a | stratégiat szolgaltatja.

A jatékosoknak az egyensulyponthoz tartozé optimalis kifizetési értékét az alabbi kifejezés adja:

e e [q-cl-k)T
;== 1R

A (c,, c,) sikon kossiik 6ssze egyenes szakaszokkal a (3.1)-(3.2) legjobb valaszokat (l. 3. dbra). Jeloljiik
R(c )-gyel, illetve R(c,)-vel a (3.1) és (3.2) jobb oldalait. Tetszdleges céo) kezdeti értékre konstrualjuk meg a legjobb-

valasz-sorozatot:
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3. abra: A Bertrand-duopdlium

C2 A

Qe k .
7k i (c |T. Ch)

(+cC « f

0 q+c

A 3. dbra a kovetkezOket szemlélteti. Tetszéleges cgo) kezdeti stratégiara a legjobbvalasz-sorozat a (¢}, ;) egyen-
sulyponthoz tart.

4. Hotelling-duopolium (1929) (Telephelyvalasztas)

Ez a Hotelling altal 1929-ben bevezetett kétszemélyes jaték szintén az arazasi feladatok kozé tartozik, de figyelem-
be veszi a vallalatoknak egy piacon valé elhelyezkedését. Tekintsiink egy a [0, 1] egységszakasz altal leirt linedris
piacot (l. 4. dbra). Létezik két vallalat, az I és a I, amelyek az x, és x, pontokban helyezkednek el. Mindegyik vallalat
ugyanarra a termékre rogziti a sajét arat (ezek értelemszertien a c, és c, paraméterek). Ezek utdén minden egyes, az
x pontnal elhelyezkedd fogyaszté Gsszehasonlitja az egyes vallalatokhoz eljutas koltségét, ami L(x) = ¢, + |x - x|,
i =1, 2, és a kisebb koltségnek megfelel6t valasztja. A Hotelling-modell keretein beliil az L(x) koltség ugy inter-
pretalhatd, mint a szallitasi koltséggel kiegészitett termékar. Ugyanakkor a fogyasztok Osszessége két halmazra
bonthatd szét, ezek a [(0, x) és az (x, 1)]. Az els6 az I vallalatot preferdlja, mig az utdbbi a IT véllalatot valasztja.

Ezeknek a halmazoknak az x hatdra az L,(x) = L,(x) egyenl8ségbdl kovetkezik:

X +Xx c, —¢
y=2 2 & 1

> > (4.1)

Megjegyzés. A (4.1) igazolasat a 4. dbra specidlis esetére, illetve az altaldnos esetre a 9. Friggelék és a 15. Fiiggelék
tartalmazza.
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A kifizetési értékeket a jatékosok jovedelmeiként értelmezziik, azaz

Hl(clﬂcz):clxzcl Sl + 25 > (4.2)
2 2
Hz(cl,cz):czx=c2{1+x‘;xz+c2;c‘}. (4.3)

4. abra: A Hotelling-duopdlium egy szakaszon

8Hl(cl,c;):0 8H2(cf,cz)
oc, ’ oc,

Egy (¢, ¢;) Nash-egyensulypont kielégiti a =0 egyenleteket. Ennélfogva

aHl(clocz) B e X ¢

2

ac, 2 2 2
8H2(c1,cz):1_c2—cl_x1+x2_c_220' (4.4)
oc, 2 2 2

A fenti egyenleteket 0sszegezve adddik, hogy

i +cy=2, (4.5)
ami az aldbbi egyensulyi értékekhez vezet:
. 2+ x+x, . 4-x-x

Cl 3 > CZ = 3 . (4.6)
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Az egyensulyi arakat (4.2)-(4.3)-ba helyettesitve kapjuk az egyensulypont kifizetéseit:

2 2

H, (c;,c; ): [24+x+x] . H, (c]*,c;)z [p-x-xf (I 14. Fiiggelék). (4.7)
18 18

Eppugy, mint az el6z6 duopédliumokndl, a (4.2)-(4.3) kifizetési fiiggvények gorbéi itt is konkav parabolék.

Ennélfogva a stratégiajavitasi eljaras az egyensulyponthoz vezet. (Megjegyzés: a (4.2)-(4.6) részletesebb igazolasat

a 9.-14. Fiiggelék tartalmazza.)

4.1. A Hotelling-duopdlium a kétdimenzids térben

Az el6z6 eljaras abbol a gondolatbdl indult ki, hogy a piac egy egyenes szakaszt formal. Aktudlisan egy piac
a kétdimenzids tér egy halmaza. Legyen egy varos egy S egységkor, amelyen a vasarlok eloszldsa egyenletes
(L. 5. dbra). Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy az I és IT vallalat a (-1, 0) és (0, 1) kdzéppontra szimmetrikus
pontokban helyezkedik el. Mindegyik vallalat egy bizonyos ¢, arat jelent be, i = 1, 2. Az altalanossag megsértése
nélkiil feltehetjiik, hogy ¢, < c,.

5. abra: A Hotelling-duopélium 2D-ben

Az eléz6eknél hosszabb levezetéssel belathatd, hogy ennek a jatéknak a (c}, ¢;) Nash-féle egyensulypontjara az

egyensulyi drak az alabbiak lesznek:

z
c=c = ~1,3685 .
LT R v m(l+42)
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5. A Stackelberg-duopoélium

Mindeddig kétszemélyes jatékokat tanulmdanyoztunk, ahol az opponenseknek egyenléek a jogaik (a dontéseiket
egyidejtileg hozzak). A Stackelberg-duopodlium (1934) a jatékosok bizonyos hierearchiajat feltételezi. Nevezetesen,

az I jatékost, aki a dontését els6ként hozza, vezetonek, mig a II jatékost kdvetonek hivjak.

5.1 Definici6. Egy I'jdték Stackelberg-egyensulypontja az olyan (x*, y*) stratégidk halmaza, amelyre a II jatékosnak

az x' stratégidra adott legjobb vilaszat jelolé y* = R(x*) megolddsa az aldbbi feladatnak

Hl(x*,y*)=ijHl(x,R(x)).

Kovetkezésképpen egy Stackelberg-egyensulypontban egy vezetd tudja, hogy tetszbleges stratégidjara egy kovetd

ersr

Most elemezziik a Stackelberg-modellt a Cournot-duopoéliumon beliil. Van két vallalat, az I és II, amelyek

ugyanazt a terméket gyartjdk. Az 1.1épésben az I véllalat bejelenti, hogy az 6 termékoutputja q,. Ezutdn a II vallalat

crss

Felidézziik ,,2. A Cournot-duopdlium” szakasz eredményeit: a II jatékosnak a g, stratégidra adott legjobb valasza

(2.10) szerint a q, = R(q,) = (p — ¢ — q,)/2. Ezt tudva, az I jatékos maximalizdlja a kifizetési értékét:

H1(q1’ R(q1)) = q](p_c_q1_R(q1)) = q1(p —C- ql)/z
Vilagos mddon ennek a jatékosnak az optimalis stratégidja az alabbibol ll:

p-—c
2

4 =
(3.A Megjegyzés:

1, p-c 2 b (p—c)/2 p—c
-—q, +——-q,=a-q, +b-q,+d yhag =——=- = )
QI Ty T T a manha =T ST ) 4
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Ennek megfelelden a II jatékos optimalis stratégidja

Nyilvanvald, hogy a vezet6 haszna kétszer akkora, mint a kovetdé.

6. Fliggelék a részletszamitasokhoz

1. Fiiggelék: (2.2) igazolasa.

H =(p-4q,-49)9, - c¢q,=pq, - 9,- 9,9,~¢q, = - 4,*+ (p - ¢ - q,)9, képe parabola.
H=-q¢+({p-c-q,)9,=q9(-q,+p-c-q,)=0% q =0,vagyq,=p-c-q,aH, paraboldnak a q, tengellyel val6
metszéspontjai. Igy, mivel H, képletében a — ¢° masodfokii tag negativ, a parabola lefele all6 (konkév) és maximuma
(tengelypontja) a q, = 0 és g, = p - ¢ - g, szdmtani kozepében, azaz g, = %(p —c—q,)-ben van.

(2. Fiiggelék. Picit gyorsabban fog adddni ez az eredmény az aldbbi 6sszefiiggésre hivatkozva:

Ha a <0, akkor az ax® + bx + d kifejezés maximalis, ha x = —2— .
a

Az aldbbi dtalakitéssal H = (-1) ¢} + (p-c~q,)q,=a-q} + b-q, + d maximélis, ha

g =—P=C% _P=C=® )
: 2-(-1) 2
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3. Fiiggelék: (2.7) igazolasa.

q, p q
4,=4q; > q, = q; helyettesitéssel (2.2) < 2 .Azalsé ¢; = %(p —c—q ) -ot feliilre helyettesitve

.1 Vo L ! : -1 L, 1. 1,
q, ZE(P—C—%)@% =5{p—c—[5(p—c—q1)}¢>% :E{p_c_[fp_zc_gql}}®

- _1 c ! +1c+1 Logr 11 1c+1 e g 1 1( )<:>
= — — —_—— —_ —_ = -] — —_—— —_— [ —_ -+
9, 5 P 2]7 5 2% q, > 2]7 > 2‘11 q, 55 p—c+q,
* 1 * * s * * —C
9 =Z(p—0+q1)c> 4q, =p—c+q, < 3¢, =p—c < q =p3 :
p—c

Hasonl6an, de a g és ¢, kiinduld egyenletein beliili felcserélhetségébél is adédik, hogy ¢, = =

4. Fiiggelék: (2.8) igazolasa.
Tudjuk, hogy

illetve
H(q,.9,)=p-9,-4,) ¢, —cq,=(p—c-q,-4,)q,.
Ekkor

Ha.¢)=p-4 -4 —ca; =(p-c—q; -41)- ] =(P—C—p3_c_p3‘cj.l’3—c

_p—c p—c_(p=cf
3 3 9

5. Fiiggelék: Részletszamitdsok a Cournot-duopdliumhoz a ,, Maple™lel.
Tudjuk, hogy ha egy kétszer differencidlhatd f(x) fiiggvényre f'(x;) = 0 és f"(x,) <0, akkor f-nek x=x_ helyen lokalis

maximuma van.
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A (2.2) igazolasa a Maple-lel:

> diff((p-q1-q2)*ql-c*ql, q1); # megadja a ;[(P'ql'%)%‘c“ll] derivaltat.

1

—2¢,+p—4q,—c¢
> solve(-2*ql+p-q2-c =0, ql);

[

272"

Eza (2.2) 1. egyenlete jobb oldala, igy az 1. egyenlet:

1 1 1
R S 6.1
G=5P" 5% (6.1)
Hasonl6an adddik (2.2) 2. egyenlete:
1 1 1
LI DA 6.2
P L (6.2)

6. Fiiggelék: A (2.7) igazolasa Maple-lel: A Cournot-egyensulypont a (6.1)-(6.2) egyenletrendszer megoldasaként
adodik:
> solve({q1=1/2*p-1/2*q2-1/2*c, q2=1/2*p-1/2*q1-1/2*c}, {q1,q2});
L _1%
Iy A P

7. Fiiggelék: A (2.8) igazoldsa a Maple-lel: Helyettesitsiik az el6z8 sorbdl g, = q,= £—C-t (1.2)-be a subs
3

paranccsal, majd a kapott % eredményt egyszerusitsiik a simplify paranccsal:

> subs({q1l=1/3*p-1/3*c,q2=1/3*p-1/3*c},(p-ql-q2)*ql-c*ql);

(YN
3773903773 3773
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> simplify(%);

Eszerint (és ehhez hasonl6an) az I jatékos (II jatékos) kifizet6fliggvényének maximuma a g, = g, = p=c

Cournot-egyensulypontban
H,(q, 4, =H,(a, 4) = 50~ 2pc + &) = S (p - ) L. 28)]

A szamitasok nehezebb része altalaban is legfeljebb néhany Maple-utasitassal elvégeztethetd. Esetiinkben a (2.2)
megkapasahoz elég a diff (derivalasi) és solve (egyenletet, egyenletrendszert megoldd) parancs ismerete. A két
jatékos kifizetd- (profit) és legjobbvalasz- (reakcid) fiiggvényeinek 1. dbrdjdhoz pedig elég ismerni csupan csak az

implicitplot parancsot.

8. Fiiggelék: Az 1. dbra (Cournot-duopolium) elédllitasa Maple-ben az implicitplot, with(plots), display parancsokkal:
Allitsuk el8 a (2.2)-beli fiiggvények koziil az (l—ql—qz)ql—% g,=C, egyenletli 1. kifizet6fiiggvény abrajat
mondjuk abral néven, de helyet kimélendéen egyeldre ne rajzoltassuk ki (az [:=] értékadasra szolgal, mig a lezard
[:] az abra kirajzolasat nyomja el).
> abral:= contourplot(ql*(-q1-q2+1)-.5%ql, q1 = 0...3, q2 = 0...3, axes=normal, contours=20, color=black,
thickness=2): .

Teljesen hasonléan hozhatjuk létre a (2.9) tobbi kifejezéseinek, azazaz (1-g,-q,)q, - % d, q, + %qz - % s g, + % =y

kifejezéseknek az abrait, abra2-abra4 néven:

> abra2:= contourplot((1-q1-q2)*q2-q2/2, q1 = 0...3, q2 = 0...3, axes=normal, contours=20, color=red,
thickness=2):

> abra3:= implicitplot(ql+q2/2-1/4, q1 = 0...3, q2 = 0...3, color=blue, thickness=3):

> abra4:= implicitplot(q2+q1/2-1/4, q1 = 0...3, q2 = 0...3, color=green, thickness=3):

Most rajzoltassuk ki az abral-abra4 abrakat egy k6zos abran a display paranccsal alabb:
display({abral,abra2,abra3,abra4}); # A parancs eredményeként az I. dbra adodik.

A (4.1)-(4.6) Osszefiiggések részletesebb igazolasat az alabbi 9.—14. Fiiggelékek tartalmazzak.
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9. Fiiggelék: (4.1)-(4.6) igazolasa.

L(x)=c+|x-x),i=1,2.1gy L (x) = ¢, +|x - x,| = ¢, + x — x,, hiszen a 4. dbrdrdl x > x,.
Hasonloképpen adodik az, hogy

Lx)=c,+|x,-x|=c,+x,-x.
Ezek szerint

xX+x, ¢,
L(x) = L,(x) & ¢ + Xx—Xx,=C,+X, =X < 2x=x, +X,+C,—¢, <& x=—24 2 "1
2

10. Fiiggelék: (4.4) elemi levezetése derivalas nélkiil.

- 1 1
Hl(cl,cz)zcl[x1 -12-x2 +(722Q:|=_2012 +E(x1 +x,+¢,)e =a-cib-¢ +d

maximalis, ha

‘. :_i:_(x1 +x, +cz)/2 _ 5t 0 _ % +x,+¢, —2¢, 0
2a 2(~1/2) 2 2 ’
ami ekvivalens a LAY =0 feltétellel.

¢

11. Fiiggelék: (4.4) igazolasa derivalas nélkiil:

_a

[L.(4.1)]

=0=
2

(4.2) szerint H1(01,02)=Cl{xl42—xz+62;cl} & —;cler;(xl +x,+¢,)c, =a-c+b-c, +d maximalisa2. Fiiggelék
szerint, ha
X, +x,+c, /2
Cl:_i:_kl 2 2) :)C1+)62+C2:> x1+x2+c2—2cl:0:>cz—cl+xl+x2
2a 2(-1/2) 2 2 2 2

(4.3) 1. egyenlete. A 2. ugyanigy adddik.
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12. Fiiggelék: (4.4) igazolasa derivalassal:

x+x, c¢,—c 1 1
Hl(cl,cz)=q[122+221}=—clz+2(xl+xz+cz)'c1 miatt

2
aHl(clacz):
oc,

0 1 1 0 1 0|1
260]|:—2012+2()Cl+x2 +C2)C1jl=6€]|:—2012:|+6cl|:2()(11+x2 +C2)C1:|=

1o 1o 1 1 1
:_587[12]"'567[()51+x2+cz)c1]=_5201+5(x1+x2+cz)25[_2c1+(x1+x2+cz)]:

1 1

=l[—201+x1+x2+cz]=%[—cl—cl+xl+x2+cz]=%[c2—cl+xl+x2—cl]=02;c'+¥—%.

Ennélfogva —————=
ac, 2 2

H _
0 1(01 ’Cz) 06 24, h% % =0, ami éppen (4.4)-nek az 1. egyenlete.

Hasonldéan adddik (4.4)-nek a 2. egyenlete is, igy a ( ¢}, ¢;) pontra valéban fennall, hogy

* s *
Q76 Ath G

2

2 2 2 (4.4)
G—¢ X+x, ’
I B R O
2 2 2

* *

9 % _¢g =4, = ¢ +¢; =2, ami épp (4.5).

Osszeadva az el6z6 két egyenletet: 1——-——2 +—=
2 2 2
13. Fiiggelék: (4.6) igazolasa:
(4.4)-bél ¢’-ra ¢} = 2 - ¢ adddik, amit (4.4) 1. egyenletbe irva, % + Wsz - %1 =0-ba:
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* * * * *
2—cl—c1_|_xl+x2_c_1 2-2¢/+x+x,-¢

: 5 2=03 L=0= 2-3¢ +x+x,=0>
3cf=2+x1+x2:>cf=w,

ami (4.6)-nak 1. egyenlete.
* % *
Ch=ep X tx, ¢

c _2H5HN ot beirva (4.4) 2. egyenletébe, 1— 2 5 1 5 2_2_0.pa
. 24X +x,
QT i ax o 24X, +x
2_ 3 ST D0 2|2 | (x4 x,) - =0
2 2 2 2 3
. 24X +x .
2—ci+ 2 (x4 x,)-ci =0 = 2c;=2+2+x7;’+x2—xl—x2 =

20 = 6+2+x, +);2 —3x,-3x, 26, _8-2x-2x, c: :4_’61% a (4.6) 2. egyenlete.

14. Fiiggelék: (4.7) igazolasa:
Pl (4.6)-nak megfeleléen ¢ = 2+x;+xz , €y = 4_327_% Igy (4.2) szerint

+ — * P
H, (Cl G ) =q [xlzxz + szcl} -bél kovetkezéen H, = H, (Cl ,Cy ) -ra.

4-x,—x, 2+4x+x,

o x,+x2+c;—c,* _2+4x+x, XX 3 3 _
T2 2 3 2 2
2-2x,-2x,
_2+x+x, x1+x2+ 3 _2+x+x, xl+x2+1—x1—x2 B
3 2 2 3 2 3

2+ x+x, 3x,+3x, +2-2x,-2x, 2+x +x, x1+x2+2_(2+x1+x2)2 lasd (4.7).
3 6 3 6 18
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15. Fiiggelék feladata: Allitsuk el6 zdrt alakban a ¢\, q\" sorozatot (2.10A-2.11)-bél, ahol

1 , 1
q, =R(q2)=5(p—c—q2) és g, =R(q1)=5(p—c—q1),

valamint ¢\ régzitett dllandé, illetve

g =Rlg"™"), ¢\ =R(g”).n=1,2,..

jeloléssel (6.3) és (6.4) az alabbi alakba irhatd at:

—C

2

Aza=p

1 1
9, =R(q,) =020 0 =R(q,) ==

El6szor allitsuk el6 a legjobb valaszokat n = 1, 2, 3-ra, hogy sejthessiik, hogyan fiiggenek n-t6l.
(6.4)-bdl rendre n=1, n=1, n=2, n=2, n=3, n=3 helyettesitéssel adédnak az alabbi kifejezések:

1
g’ =R(g)= a=-4"

1 1 1
g, =R(q1“’)=a—5ql(” =a—§(a——qz j=a—50!+—2q2 =

(6.3)

(6.4)

(6.5)

(6.6A)

(6.6B)

(6.6C)

(6.6D)
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1 1 I 1 1 1 1

—a_la(l_l+l_l+lj+1 (0) = 1_1(1_1_{_1_14_1] +i 0) _
YN T e 2T )T

111 1 1) 1
B G AT R TR AT

A (6.6A)-(6.6F)-re tekintettel a sejtésiink az, hogy

; . 1 1 _12:172 1
ql()zR(q; l))za(1_2+2'2_++(22?1—2 J_22n—1 q£0)5

2n-1
qén):R(ql(”)):a(l_;_‘_l_+...+(_l)\J+ 1 qgo),nzl,Z,....

2 H2n- 2Tn

Lassuk be matematikai indukciéval, hogy (6.7) fennall.

1. eset. Legyen n=1. Ekkor (6.7) és (6.4) szerint

1 1
¢ = l-saray) =a-—qy = R(g) -

Szintén (6.7) és (6.4) szerint
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1
— . — aii
27 4 2 4 21 75 2 2 &

- _1(—a—1q§°)j = —1{— 2a+(a—;q§°)ﬂ = —%(— 2a+R(q§0))=

qil):a'[l_;}19§0)=1a+1q§°)=1a+ - Lo

2 2 2
- 2arg)=a- g =Rlg").

2. eset. Tegyiik fel, hogy n=k rogzitett értékre, ahol k pozitiv egész, fennall (6.7), azaz teljestil

B} 11 (-1 1
ql(k) :R(q;k 1)):0{(1_24_22_4—'“4_ 92k-2 - 2k qéO) P

; (6.9)
: 11 (1)) 1
q;k):R(ql(k)):a(l_z‘{‘zz_+"'+ 22/(71 +27q§0),n=1,2,... .
(6.9)-b6l és (6.4)-bol
1 1 11 (1)) 1
(k+1) _ (k) ) — (k) _ ) | _
T —“‘5{“(1‘57‘*“'* R
1 11 SRR T T RS
=“‘5“(1‘5+2—2‘+“'+W EEi
11 (-1)* 1
:a[1_5+2_2_+“‘+27 2k g, = (6.10)

1 1 (_ 1)2(k+1)—2 1
a(1_5+?_+”'+ 7 2(k+1)-2 - 20k} (]50),

vagyis (6.7) elsé éllitasa fennall n = k+1-re is. Hasonl6an igazolhatjuk (6.7) masodik egyenléségét.
(6.9)-bdl, (6.10)-bél és (6.4)-bol
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1 1 11 (- 1)2‘"*”‘2 1
(k+1) _ (k+1) (k+1) _ (0)
9> R(ql ) a—qu —a—E[a(l—5+ 22 —Het 2202 22(k+1) 19>

2k
:a—la 1_l+i_+...+(_l) 1 q(o)
2 2 2

2 2% 22(k+1)
11 (_ 1)2k+1 1 o
:0{1_5"'?_4'”'4_ PECTI T 9>
11 (_ 1)2(k+1)—1 1 o
(’{1_5+2_2_+"'+ (kD)1 22 w42 >

vagyis (6.7) masodik allitasa is fennall #n = k+1-re is.

A 15. Fiiggelék feladatanak igazoldséhoz hitra van méga ¢'”, ¢\ zart alakra hozasa. Ehhez fel fogjuk hasznélni a

mértani sorozat alabbi osszegképletét:

m+l
a,+aq+aq’ +-+aq” Zalq (q 1 )haq;tl. (6.11)

(6.7)-bdl és (6.11)-bél

11 (_I)Zn—Z 1 2n-2 i 1
) _ 0) _ 0 _
9, —0{1—2+22—+'”+22n_2 T T Zl T g, =

(2n-2)+1 2n-1
SRENUNCE
. 2 _ 1 o) _ . 2 1 0) _

=a -1 92n-1 9, =« 3 22n 42 =
B | =
2
2 [ (1) 1 2( 1 1
:a'3'{ 2l +1:|_22n—1 qém Za's'(zzn—l +1j_ 2 CI;O) -

p—c 2 1 1 p—c( 1 1
= 2 ‘3'[22n1 +1j_ 22n—l qé()) = 3 '(22711 +1 22n 1 (’I;O)‘
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Innen adédik, hogy az elsé legjobb valaszsorozat:

o p—cf 1 1
q]( = 3 {22”1 +1j_ o2n-1 qEO)' (6.12)
Hasonléan adédik ¢!
" -c 1 1
=22 (1- 5 e (613

Lassuk ezt is be. (6.7) masodik képletének része:

Ezt is felhasznalva (6.7)-bol addédik, hogy
. i 1 1 (-1 1 2 1 1
61§)=R(qf))=a[l—2+22—+---+ +2?q§°):a-§. 1-— |+—¢" =
p—c 2 1 1 o p-c 1 1
= Ele— |+ = J1-— |+ .
2 3 ( 22/1) 22»1 q2 3 22/1 22n q2

Tehét (6.13) valéban fenndll.

Vizsgaljuk meg a ¢\, ¢'" legjobb vélaszok sorozatanak konvergencidjat, monotonitasat, illetve ha kell, tegyiink a

feladat természetének megfelel6 tovabbi feltételeket a paraméterekre.

16. Fiiggelék feladata: Igazoljuk, hogy a q5, p és c paraméterek tetszoleges rogzitett értékére a q”, q."
legjobbvalaszok-sorozata egyardnt P 3_6

-hoz, a Nash-féle egyensiilyponthoz tart.
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Igazolds. Ismeretes, hogy a g" geometriai sorozat konvergens és 0-hoz tart, ha | g | <1 és n > oo. Ebbdl kovetkezik,

hogy

lim (1Y) _
(o -
A hatérértékekre vonatkozd megfelel6 tételekre hivatkozva fennallnak az alabbiak:

1 — 2 — 2 zizzizzl -0 illetvelz(ljn_)()’ han—>o .
2211—1 22n (22)11 4" 4" 4 ’ 22" 4

Igy (6.12)-b6l

lim _ lim |p—c( 1 I of_
n—wd _n—>oo{ 3 '(22nl+1 _22;171‘]2 -

_p—c¢| lim 1 o lim 1 _p-c o n_PC
N 3 (I’l—)OO22n1+lj_q2 n—)0022n—1_ 3 (O+1)_q2 O_T

Hasonldan (6.13)-bdl
Iim o _ lim [ p—¢ 1 I ol
n—w: _n—>oo{ 3 '(1_22ﬂ)+22}'1q2 =

_p—c lim 1 0 lim 1 _p—-c 0 n_P—C
T3 (l_n—>0022n]+q2 ‘n—)(D22n_ 3 (1_0)_% 0= 3

17. Fiiggelék feladata: Igazoljuk, hogy a ¢\, ¢'", n =1, 2 ... legjobbvdlaszok-sorozata akkor és csak akkor nem-

negativ, ha

9| < p-c. (6.15)

A (6.12)-bdl kovetkezéen n=1,2 ... mellett q]<"> - p_c{ 21 1 +1]_ 21 1 q;o) , és gy
3 2" 2"
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_ —c( 1 1
g"z06 L C.( : +1j— 1 q§°>zop3 ( _+1j 0206

3 22}14 22}14 22n 1
I o_.p—cf 1
22}1—1 q2 < 3 ’ 22,1,1 +1 = (6.16)

q(0)<p3 (1+22” ‘) n=12,....

! 7" >0

22n

g\"-hez hasonl6an (6.13)-bol n=1,2... -re ¢}" = ps i (l_ 2lj

I I - -
q§0)> p3C (1_22]1)(:) q\” >— p3c.(22”—1) <~ q§0)2p3c-(1—22") <

azaz

p;C-(l—Zz”)Sqéo),nz1,2... (6.17)

(6.15) és (6.16) Osszefoglaldan gy fogalmazhatd meg, hogy

n=12...re[q" >0és g (- 22")<q<0><1”3 (1+27). (6.18)

— 12

Hatra van még annak bizonyitasa, hogy ha ‘ p- c‘ <V = ( p— c) <q\” < p—c, akkor (6.18) fennéll n=1, 2. .-re is.

Tudjuk, hogy a 2*” sorozat monoton névekszik, igy 22" fogy, tehat (1—22”) is fogy, ezért, mivel p > c-bdl kovetkezen
p — ¢ >0 miatt p;c

>0 is teljesiil, igy % . (1 - 22”) is monoton fogy6 n=1,2.. .-re, azaz

%-(1—22"#p;C-(1—22'1)=%-(—3)=—(p—c).

Ezzel belattuk, hogy
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p;C-(1—22")S—(p—c),aholn=1,2... . (6.19)

A p > ¢ miatt p3 (1 +2%" 1) monoton né, azaz p;c (1 + 22'1’1)S p;c (1 +2°! ), tehat

p—cSp;c(l+22"“),aholn:1,2... : (6.20)

(6.15)-b6l, (6.19)-bdl és (6.20)-bdl sszefoglaloan azt kaptuk, hogy ha ‘qéo)‘ <p-c=> —(p-0)<q¢V"<p-c=>

P ; C(1-2")<~(p-0)<q¥ <p-c< %(1 +2>""), igy az alabbi (6.21) szerint (6.18) fennall

p;c (1 22n)<q(0) <P3 (1+22n 1) (6.21)

Ezek szerint valoban fennall a 17. Fiiggelék dllitdsa, vagyisa q\”, ¢\, n=1,2 ... legjobbvélaszok-sorozata akkor

és csak akkor nemnegativ, ha
‘qéo)‘ <p-c.[L.(6.15)].

Tegyiik fel, ahogy elvérhat6, hogy 0 < ¢ < p—c . Ebbél és (6.15)-bl kovetkezik, hogy g5” 20, valamint n=1,2.. -re
"> 0 & ¢ 20 .

Megjegyzés. Mivel (6.15) q; -t tigy vélasztjuk, hogy —(p—c)<¢q; <0, akkor —(p—c)<q? <(p—c),azaz (6.15)
tovébbra is teljesill, igy n = 1, 2 .. .-re a legjobb vélaszok ¢\, ¢!" sorozata annak ellenére nemnegativ, hogy
a kiinduldsi érték ¢!” <0 .

Térjiink most a4t a monotonitdsvizsgalatra.

18. Fiiggelék feladata. Igazoljuk, hogy monotonitds szempontjabdl a kovetkezé hdrom eset lehetséges:

1. ESET. Ha q(o) 3 , akkor g —q(") p3 C, n=1,2...re.
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2. ESET. Ha ¢\" < % , akkor q;" (qg")) szigoriian monoton fogy (n) n=1,2 .. .-re.

3.ESET. Ha ¢\" > %, akkor q\" (qé”)) szigortian monoton né (fogy) n=1,2 .. -re.

Igazolas. (6.12) szerint
w_p—c( 1 Il o_p—c_ 1 (p-c
q, = 3 ‘(22;11 +1j_ 92n-] 6]; - 3 + 9 2nl 3 -9 |=
(0)

m _P—C 1 p—c—3q
ho= +22"1( 3

J szigoruan monoton fogy (nd) akkor és csak akkor, ha

p=c=3¢y" >0 (<0) & ¢ <—p3_c .

_ N () _
g = 'd 3 ‘¥ 221”_1 [p ¢ 3 34 J -be behelyettesithetjiik a g;” = % kifejezést:

w_P=C. 1 [p—c—(p—c)}E p-c

% 3 ! 3 3

A ¢\"”-éhez hasonléan adédik a 18. Fiiggelék ¢! -re vonatkozé allitdsanak helyessége.

1
(Megjegyzés. Az el6bb kihasznaltuk, hogy ha n né = 2**! szm.né = PYE sz.m.fogy =

(0)
(p—c—3q2 J 21 1 sz.m.fogy, ha p—c-3¢{” >0,
3 2°"

ahonnan
0

g = p3—C + 221”4 (p —¢ ;36]2 J sz.m.fogydsa mér kovetkezik.

19. Fiiggelék. A Hotelling-duopolium altalanos targyalasa. Tekintsiik a 4. pontban a Hotelling-duopdliummal
kapcsolatban bevezetett
L(x)=c +|x-x|, i=1,2 (6.22)
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fiiggvényeket, amelyeket szdllitdsi koltségekkel kiegészitett termékdrnak tekintettiink. Feltehetd, hogy a ¢, > 0, x, =2 0
paraméterek rogzitettek és0 < x <x, <1, 0<x< 1.

Oldjuk meg x-re vonatkozéan dltaldnosan, a paraméterek fiiggvényében, a 4. pontnak a Hotelling-duopdliummal
kapcsolatos kozvetlen és kozvetett aldbbi egyenleteit és egyenldtlenségeit:

L (x) =L,(x), L, (x)<L,(x), L (x)>L,(x).
(Az L,(x) < L,(x) [L (x) > L,(x)] esetben az x-beli vasarlé az I (II) vallalatot preferdlja.)
A1-A3) eset. Tegyiik fel, hogy 0 < x, = x, < 1. Ekkor L(x), i = 1, 2, ... definici6ja miatt
L (x) < L,(x) < ¢, <c, <> avasdrl6 az I-et preferdlja
L (x) =L,(x) < ¢, =c, <> avasarld az I, II-t is preferdlja (6.23)

L (x) > L,(x) < ¢, > ¢, <> avasarlo a II-t preferdlja.

B) eset. Tegyiik fel, hogy 0 < x, < x, < és
L (x) = L,(x). (6.24)

Ekkor (6.22) szerint

t+lx-x|=c,+|x-x|=c-c+|x-x|-|x-x]|=0.
Azf(x)=c —c,+|x- x| - |x - x| fiiggvény bevezetésével (6.24) miatt
L (x) = L,(x) < f(x) = 0. (6.25)
Az abszolut érték definicidja és geometriai tulajdonsaga alapjan az alabbi 3 esetet kiilonboztethetjiik meg:

Legyen 0 < x < x,< x, < L.Ekkor |[x - x | =x - xés|x-x|=x, - x=

|x-x|-|x-x|=x-x-(x,-x)=x, - x, (6.26)
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Legyen0 < x <x,<1ésx <x<x.Ekkor|x-x|=x-xés|x-x|=x-x=
|x-x|-|x-x|=x-x-(x,-x)=2x-x -x, (6.27)

Legyen 0 < x <x,<x<1.Ekkor|x-x|=x-x¢és|x-x|=x-x=

|x—x1|—|x—x2|:x—xl—(x—xz)z—xl+x2. (6.28)
(6.25)-(6.28) miatt
¢ —Cy X —X,, ha 0<x<x
f(x)=c —c, +]x—x|-|x—x,|={c,—c,—x, —x, +2x, ha x <x<x,. (6.29)
G —C— X, +X,, ha x,<x<1

Minthogy az |x| fiiggvény minden x-re folytonos, igy (6.29)-ben f(x) is az. (6.29)-b6l kovetkezik, hogy f(x)

a[o, xl]-en konstans, [xl, xz]-n szigoruan monoton no, és [xz, 1]-en is konstans, azaz
f(x) a0, 1]-en Osszességében monoton novekedd. (6.30)
Oldjuk meg az f(x) = 0 egyenletet a megfelel6 harom szakaszon kiilon-kiilon.

B1) eset. Legyen 0 < x <1. Tegyiik fel, hogy f(0) = ¢, - ¢, + x, - x,> 0. Ekkor, mivel (6.30) szerint f(x) a monoton
novo, innen x > 0 miatt f(x) = f(0) >0 kovetkezik. Ennélfogva az f(x) = 0 egyenletnek a [0, 1]-en nincsen
megoldasa. Ugyanakkor fennall, hogy f(x) > 0,azaz ¢ - ¢, + [x - x| - [x - x| >0=¢c +|x-x|>c, + |[x - x| =
L (x) >L,(x), vagyis a vasarlé akarmelyik x pontban is helyezkedik el a [0, 1] szakaszon, a II-es véllalatot részesiti

elényben, hiszen a szallitasi koltséggel bovitett dr az L (x)-re lesz a kisebb.

B2-B4) eset. Legyen 0 <x, <x,<1és0 < x < 1, tovabbd f(0) = ¢, - ¢, + x, - x, = 0. Ebben az esetben (6.29)-(6.30)
miatt 0 S x < x <x,<1-ref(x) =c -c,+|x-x|-|x-x|=0,ahonnan L (x) = L (x) kovetkezik, tehét a tetsz6leges

x pontbeli elhelyezkedd vasarlo az I és II vallalatot egyforman preferalja.
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(Ha 0 < x, < x < x, <1, akkor (6.29) miatt f(x) > f(x,) = f(0) = (0) miatt f(x) > 0, azaz L,(x) > L,(x) miatt
az x-beli vasarlo a II vallalatot preferdlja. Ehhez hasonléan 0 < x < x, < x < 1 esetén f(x) > f(x,) > f(x)) = f(0),

kovetkezményeképpen f(x) > 0, vagyis ekkor az f(x) = 0 egyenletnek nincs megoldasa, és a IT vallalat a preferalt.)

B5) eset. Legyen 0 < x, < x, < 1 és 0 < x <1, valamint teljesiiljon az is, hogy f(1) = ¢, - ¢, - x, + x, < 0. Ekkor
(6.30) miatt f(x) monoton ndvekvd, igy innen f(x) < f(1) < 0, vagyis az f(x) = 0 egyenletnek nincsen megoldasa.
Ugyanakkor f(x) <0< ¢ +|x-x|<c, + |x-x,| < L (x) < L,(x), vagyis a visarld a [0, 1] akdrmelyik x pontban

is helyezkedik el, az I vallalatot részesiti eldnyben, hiszen a szallitasi koltséggel bévitett r az L (x)-re kisebb.

B6-B8) eset. Alljon fenn, hogy 0 < x, <x, < 1és 0 < x <1, tovibba legyen f(1) = ¢, - ¢, - x, + x, = 0. Ebben az
esetben (6.29) miatt [x,, 1]-en f(x) = ¢, - ¢, + |x - x,| - |x - x,| =0, ahonnan L (x) = L (x) kévetkezik, vagyis az x
ponthoz tartozé vasarlo az I és II vallalatot egyformén preferdlja. Szintén (6.29)-b6l amiatt, hogy f(x) az [x, x,]-n
szigoruan monoton, igy (x , x,) tetszdleges y pontjara f(x) < f(x,) = f(1) = 0, vagyis a vasarl6 az I vallalatot preferdlja.
Hasonldan (6.29)-(6.30) miatt [0, x,] tetszéleges y pontjdra és az (x,, x,) tetsz6leges X pontjéra f(x) < fix) < 0 miatt
[0, x,]-en a véasarlé szintén az I vallalatot preferdlja.

B9-B10) eset. Legyen 0 <x, <x,<1,0<x<1és f(0)* f(1) < 0. Ekkor (6.31) miatt f(0) < f(1), ahonnan f(0) <0
és f(1) > 0 kovetkezik. A (6.29) szerint a [0, x,] szakaszon f(x) = f(0) < 0 miatt a vasarl6 az I véllalatot preferdlja.
Hasonlé okfejtéssel indokolhatd, hogy az [x,, 1] szakaszon a vésarl6 a II vallalatot preferdlja, hiszen f(x) = f(1) > 0.
Igy f(x)=0= x, < x<x,¢€s(6.31)-bdl adéddéan

- ~ X +x,+c,—c
¢ —c, —xl—x2+2x=0c>x=% B

(6.29) miatt f(x ) = f(0) < 0, illetve f(x,) = f(1) > 0, igy az f(x) = 0 egyenlet X megoldasira egyrészt x, <X < x,,
masrészt X # X és X # x,. Az utols6é hdrom Osszefiiggés szerint x, < X < x,. (6.29) szerint [x,, x,]-n f(x) szigortian
monoton né, tehdt x, < x < x-ra f(x) < f(X) = 0. Ennek megfeleléen az [x, X)-en f(x) < 0, vagyis ott a visarlé
az I véllalatot preferalja. Hasonléan lathat6 be az is, hogy (X, x,]-n f(x) > 0, tehét ott a II véllalat preferdlt.
f0)=c -c,+x -x,=0,f(1) =c, - c, +x-x, =0 jeloléssel a Hotelling-duopdlium tipikus B7-B9) esete az aldbbi

allitas formajaban foglalhat6 6ssze.
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6.1. Allitas. Ha f(0) = ¢, -, +x-x,<0,éf(1)=c —c,+x -x,>0, akkor f(x) =0, ha

~ X t+X c, —C
F=MThH 676
2 2

* A[0,x)-en pedig f(x) < 0 = L,(x) < L,(x) = az x-beli vsarl6 az I véllalatot preferdlja,
® az x = X-beli vasarlora f(x) = 0 = L (x) = L,(x) = az I, II egyformén preferélt, mig
* (x,1]-enf(x) >0 = L (x) > L,(x) = az x-beli vasarl6 a II véllalatot preferdlja.
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