Zibolen Endre’
GAZDASAGI DINAMIKAI ELEMEK VIZSGALATA TABLAZATKEZELGOVEL

1. BEVEZETES

Az eldadéas célja az, hogy példakon keresztil, modern dregitésben bemutassa a dinamikak
néhany lényeges elemét. A példak kozul néhdnyétisatgebrai lesz. A tovdbbiakban a kereslet és
kinalat dinamikait fogjuk etssorban tekintetbe venni.

Napjainkban minden hallgatd hozzafér tablazatkdret. A legtobb diskolan és egyetemen a
tablazatkezelés hasznalatat tanitjdk is nekik.bhaizatkezeiket azonban gyakran csak a gazdasagi
adatok rogzitésére és abrazolasara hasznaljadRitkin fogalmaznak meg és vizsgalnak meg akar
csak egyszérdinamikai modelleket is. Utébbirdl kivan ez adadas szélni, bemutatva hogy csu-
pan tablazatkezél hasznalva, tovabbi specialis szoftverek nélkikdanyen eredményre lehet jut-
ni. A vizsgalatokban nem szikséges csakis diszki@dellekre szoritkozni, folytonos dinamikai
modelleket is kényelmesen lehet elemezni azeR-féle kozelités segitségével.

Van egy masik oka is a tablazatkéet valo szoritkozasnak. A kézgazdasagtan — éppuigy
sok mas diszciplina —, értékesebb, ha probléméadeftezni lehet és kisérletezéssel meg is tudjuk
vizsgalni. Szandéka szerint a kisérletezés a l@npegetadasnak. Altalanos tapasztalat, hogy a
hallgatok a modellezést nullardl szeretik kezdétda. hamis eredményhez jutnak, kénytelenek 6sz-
szevetni modellspecifikacioikat az elmélettel, ag elméletet nagyobb figyelemmel kell tanulma-
nyozniuk és a tanultakat sokkal inkabb sajatjukkelk hogy érezzék. Mindennek persze meg lesz
az ara, nevezetesen az, hogy ezeknek a modellekéglegyszdinek kell lennitk.

Az elbadas néhany bonyolultabb fogalmat kivan illuszirdtialonds hangsulyt fektetve a di-
namikak grafikus szemléltetésére.
2. DINAMIKAI MODELLEK

Tekintsuk a kovetkezelsirendi rekurziv egyenletet, andirazt tételezzuk fel, hogy valamilyen
kdzgazdasagi elmélatbjon és az x valtozot irja le:

1
x(t+l):3+§x(t), x(0) =10, t = 012,.... (1)
Az id§ altal generalt sorozat ekkor a kévetkdesz: 10; 8; 7; 6,5; 6,25;... Ugyirik, hogy a so-
rozat egyre kdzelebb kerlll a 6 szdmhoz, belathaigy a 6 szdm a rendszer egyensulyi helyzete

lesz. Ha a rendszer egyensulyban van, akkor nyodsda is van és igy azvaltozé minden perid-
dusban ugyanaz, jel6lje ezt az értéket Ekkor az kovetkezik, hogyx(t +1) = X(t) = x*, tehat

X* = 3+%x* , vagy masképpex* = 6. Ezzel belattuk, hogy valéban a 6 az egyensulyzwedl
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Szemléltessiik a széban forgodeendi rekurziv rendszert egy abran, ahol a vizszintagee
lyen az X(t) -t, a fugdgileges tengelyen ax(t +1) -et mérjik fel. Az itt kialakulé6 mintazatra gyak-

ran hivatkoznak pékhaléként (cobweb).
x(t+1) x(t+D=x(?) 3+(1/2)x(0)

x(1)

x(0)

N

10 x(t)

Az 1. &brabdlazt is kiolvashatjuk, hogy az* = 6 egyensulyi helyzet (masképpen fix pont)
stabilis abban az értelemben, hogy ®®) = 10-BI indul6 sorozat konvergal hozz4a. Ez igaz tet-
szleges mas kiindulasi pontra, példaulxd@) = 3-ra is. Ezért ax* = 6 fix pontot globélisan sta-
bilisnak is mondjak.

Az Ujraiteraldsokkal megallapitottuk, hogy a reratsek van egyetlen egyensulyi pontja (fix
pontja), amely globdalisan stabilis. Ez pedig neméseinformécidval bir.

3. DETERMINISZTIKUS DINAM IKAI MODELLEK

Az X(t+1)=a+bx{t), x(0)=x, 2
rendszert és a hozza hasonldkat determinisztikuemdkai rendszernek illetve modellnek hivjak. Az
a ésb konstansok a rendszer paraméterei és a rendsgefdasanak strukturajat szabjak meg, ezeért
ezeket a konstansokat strukturalis paraméterelsekvezik. Az eddigiek szerint egy determiniszti-
kus dinamikai rendszer az alabbiakkal tekintheegadottnak:

(1) az x(0) = x, kezdeti feltétel,
(2) a paraméterek értékei, itt azsb értékei,
(3) azx valtozo idbeli értékeinek sorozata.

Az a tény, hogy a rendszer determinisztikus, neenjeazt, hogy viselkedése nefinhet vé-
letlenszeiinek. Az, hogy determenisztikus, az egyfir@ercsak annyit tesz, hogy ugyanahhoz a kez-
deti feltételhez és ugyanahhoz a paraméterértékakinanaz az értéksorozat tartozik.

4. DINAMIKAI RENDSZEREK TABLAZATKEZ OBEN

A tablazatkezélk idealis eszk6zok rekurziv dinamikai rendszeredsgalatahoz és hasznalatukkal
elkertlhet hogy a megoldasokat bonyolult formulakkal kellgfallitani. A modellt a maga éltala-
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nossagaban vehetjik figyelembe, és vethetjik igmatseknek ala. A (2)-ben szefeplésb para-
méterek értékeit rogzitsik a C2, illetve a C3 telta

Vizsgaljuk most meg az (1), illetve a (2) rendszamt Excel tablazatkezelsegitségével,
kilkdnbo® strukturalis paraméterértékek és kezdeti feltdtellett eballitva a rendszer kozedigra-
fikus megoldasait lasd2 abrat

A t, x(t) sorfejléceket helyezzik el az 5. sorban, épétdiédusokat azonosité t=0,1,2,... értékeket
az A6, A7, ... cellakban. A B6 cellaba kertiljon adetz érték, jelenleg 10.

A, B C D E F G H
1 |Linearis modell:
2 a=| 3 =/ 6
3 Kezdeti erték b= 05 5CE2/(1-5083)
c R Xt =3+ 5766
53 ] 10
7 1 g T
g 2 7 _
5 3 65 X{t+1)=3+0,5x(t)
10 4 6,25 12 1
11 5 G125 10 4
12 4] G, 0524 - K
13 7 503125
14 8  B,015625 x(t) 5
15 9 BO073125 44
16 10 6,00320625
17 11 6,001953126 2
18 12| 6,00097 6563 M
18 13 B, 000488281 ] 5 10 15
20 14 B,000244141 t
21 16 6,000122070

2. abra

A B7 cellaban azx(1) = a+ bx(0) értékét az=$C$2+ $C$3* B6 képlet fogja megadni hiszen
aza paraméter és a C2 cellabéris paraméter és a C3 cellaban,x{f) kezdeti érték és ez a B6 cel-
laban talalhatd és azvaltozénak, aktualisah = O-beli értékének felel meg. Ha a B7 cella képletét
eggyel lejjebb, azaz B8-ba masoljuk, akkor ismeretédon a B8-ban az $C$2+ SC$3* B7 képlet
fog megjelenni, aminek nyilvan ax(2) =a+bx(1) értelemszdien helyes 0sszefliggés felel meg.
Masoljuk tovabb lefelé a B7 képletét 498-szor vakgr 1998-szor.

Ha aza, b paramétereket, illetve a kezdeti értékeket a nelgfeelldkban — C2, C3, B6 — meg-
valtoztatjuk, a szamitasok azonnal és automatikuégrehajtdédnak. Tanulsaga az eddigieknek, hogy
ha dinamikai rendszereket vizsgalunk tablazatkertl akkor hasznos a paraméterek értékeit kilon
celldban rbgziteni és egyuttal abszolat cimzéskdlaf jelek kozott) hivatkozni rajuk.

A rendszer fix pontja az
X* =a+bx
egyenlet megoldasa, ahonnan

2 .
Ezt az értéket az F2 cella azﬁ képlet formajaban tartalmazza. Ennek megfebelela

1-$C$3
paraméter értékek barmilyen modositasa kozvetleredményezi ax* egyensulyi érték médosu-
lasat.
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Végll abrazoljuk azx(t) sorozat tagjait & idé fliggvényében. Ez egy kozonséges X-Y abra lesz

az idvel a vizszintes tengelyen ésyazaltozéval a fugdleges tengelyen. Elkészitéséhez jeldljuk ki
példaul az A6:B21 blokk cellait és hivjuk meg agiamvarazslot, valasszunk olyan X-Y diagramti-
pust amely dssze is koti a pontokat. Ennek eredeméfyabranlathato:

4.1. Kisérletezések
Ideje kisérleteznink a modellel, hogy megéllap&hkshogyan viselkednek a dinamikak jellémz
4.1.1 A kezdeti feltételek moédositasa

Azt allitottuk, hogy a rendszer globélisan stabifiggetlentl attél, hogy mi a kezdeti érték (2)-
ben. Legyen példauk(0) = 3,0,7,-2s 25! Mindegy, hogy milyen értéket valasztunkemdszer min-
dig konvergal a 6 értékhez. Természetesen ehhez hdszabb fite van sziksége. Ha a kezdeti ér-
ték példaul 100, akkor sokkal hosszabb kell, hogy az egyensulyi érték kdzelébe érjunkgtraimi-
kor a kezdeti érték csupan 10.

4.1.2. Aza paraméter moédositasa
Az a paraméter értékének novelése (cstkkentése) ndlathe cstkkenti az egyensulyi értéket,

de nincs hatassal a stabilitasra. Blizrik ezt az allitast aa paraméter mddositasaval, mikbzben
valasszuk ismét ugyanazokat a kezdeti értékekemnézve.

4.1.3. Ab paraméter modositasa

Allitsuk vissza a kezdeti értéket(0) =10-re, a-t 5-ra, de most legyeb =1,5. Nem csupan ne-
gativva valik az egyensulyi érték, de a rendszelivisrgalni fog az egyensulyi értéktAz x(t) val-

toz6 egyre csakd Legyenb = E Az egyensulyi érték 6-rdl 2-re esik le. Tovaladzx értéke ez

utébbi értékhez képest hol nagyobb, hol kisebb, ldezkonvergal hozza. Végil Ha= -1, akkor az
egyensulyi érték 1,5 lesz és a rendszer a -7 éstéRek kdzott oszcillal, igy a rendszer se nenekdz
ledik az egyensulyi helyzethez, se nem tavolodli t

Ezekldl a kisérletezésekbkitiinik, hogy ab paraméter mddositasanak drasztikus kovetkezménye
lehet ennek a rendszerek a dinamikajara nézve dtdpest, amivel az paraméter valtoztatasa jarna.

Azt kaptuk, hogy egy nagyon egysidinearis modell a dinamikai viselkedés teljes std$éget
tudja mutatni és ezzel vilagosan illusztralja, hpggztan azt mutatni ki, hogy egy modellnek van egy
egyensulyi pontja, nem elegeénd.ényeges annak a megallapitasa is, hogy a renksaeergél-e eh-
hez az egyensulyi ponthoz, vagy diverdé t

5. KERESLETI ES KINALATI DINAMIKAK

Tekintstink egy egyszédineéaris keresleti és kinalati modellt, alynlt) a keresletetgqt) a ki-
nalatot jeldli at id6 figgvényében. Legyen
qd(t) =20-4p(t)

g9(t) =5+ 2p(t).

Ebben a modellben egyensdly ott van, ahol a kirejgént a kereslettel. igy azonnal megallapit-
hatjuk, hogy az egyensulgt arra ésg* mennyiségre
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20-4p* =5+2p*
p*=2.5
g* =10.

A dinamika figyelembe vételéhez tételezzik fel,ynag arvaltozas aranyos a tébbletkereslettel.
Formalisan

Ap(t +1) = p(t +1)- p(t) = a(qd(t) - as(t)) (a>0).

Az a paraméter az ar médosuladsanak sebessége, min@bhagz értéke, annal gyorsabban ké-
zeledik a piac az egyensulyhoz és forditva.

Abban az esetben, ha nincsenek készletekta kereskedésbe kerilt mennyiséget jeldli, akkor
q(t) = min(qd(t), as(t)).
Legyena = 0,05, ekkor a modelliink
qd(t) =20-4p(t)
qs(t) =5+2p(t)
Ap(t +1) =0,05@d(t) - qs(t))
q(t) = min(qd(t), as(t)).
Innen ki tudjuk fejezni & +1 periddushoz tartozo arat az alabbiak szerint
p(t +1) =p(t) + 0,05(15 6p(t)).

Az elgsnek bemutatott példdhoz hasonléan adhatjuk megdelhioket tablazatkez&ben, ennek
a3a. abrafelel meg.

A B © D E F G H
1 |Linearis kereslet és kinalat
2
3194 =20-4p(t)
4 |gs(t)=35+2p¢)
5
6 |4p(+1)= plt+1) - pt) = algd(t) - gst)) a>0
L a®) = MINGgd (). g52)
9 a= 0,05 p= 25
10 q*= 10
12 t it qdit) qs(t qit
13 ] 5 0 15 1] 10 4
14 1 425 3 135 3 a
15 2 3725 a1 12,45 a1 g4 ',"
16 3 33575 657 11715 557 L
17 4 3,10025 7,599 11,2005 7 594 pith gt 5 - 2
18 5 2820175 B,3193 1034035 83193 ’ .
19 B 2794123 882351 1058626 882351 . '
20 7 2705886 9176457 1041177 9176457 | .
21 8 2644120 9423520 1028624 9 42352 .

3a. abra

Tetsdleges kezdeti arbdl kiindulva megallapithatjuk aieseslet és kinalat mennyiségét, b) az
aremelkedést és ennél fogva az arat a kovétkerddusban és c) a kereskedésbe kerillt mennyisége
Példaul, ha a kezdeti ar 5, akkor a keresett ésltkimennyiségqd(0)=20-4(5)=0 és

gs(0) =5+ 2(5)=15 értelemszdien, mig a kereskedésbe kerilt mennyig€@) = min(0,15)=0.
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Mindez lathaté 8a. abran ahol p(0) =5. A C9 celldban rogzitjik aa értékét és az E9 és E10 cella-
ban az egyensulyi arat és mennyiséget raadasuh18zés A28 kozotti cellakban azderiodusokat
adjuk meg, a B(13) cellaban a kezdeti a()) = 5-6t. A B14 celldba az alabbi képletet helyezziik el:
= p(0) + a(15-6p(0))
= B13+$C$9* (15-6* B13).

Ezt vagolapra méasoljuk és beillesztjik a B15:B2iBkba. A kereslet mennyisége C13-ban egy-
szelien:

=20-4p(0)
=20-4* B13,
mig a kinalat mennyisége D13-ban egyéepr
=5+2p(0)
=5+2* B13.

Végul az E13 cellaban adjuk meg a kereskedésbdt keeanyiséget, ami
=min(qd(t), as(t))
=MIN(C13,D13).

Ezutdn a C13:E13 blokk cellait &tmasoljuk a C14:BRikk celldiba. Az dbrazolas a korabbiak-
hoz hasonléan torténhet, miutan kijeloltik az AZZBBblokk cellait — bennuk g p(t) értékeket —
majd a CTRL billentjit lenyomva tartva az E13:E28 blokk celldit is, Wik aq(t) értékeit tartal-
mazzak.

Mivel ezzel a modellt tAblazatkedekl elballitottuk, egyarant kisérletezhetiink kulonbdéezdeti
arakkal és aza &rmodosulasi sebességértekekkel. Lathatjuk, hemyldégesen a kezdeti artél fligget-
lendll a piac mindig az egyensulyi araihoz és meségeihez fog tartani. Ez a piac globélisan stabilis

A globalis stabilitds a modell alabbi differencilidltozatabdl is megallapithato:
Ap(t+1) = p(t +1) - p(t) = 00515-6p(t)) = 075- 03p(t).

A 3b. abrafelss része ezt az 6sszefliggést szemlélteti, alsé részégynevezett fazis vonal lat-
hatdé és ez azt mutatja, hogy hapft) ar az egyensulyp*=2,5 értéknél kisebb (nagyobb), akkor
ap(t+1)- p(t) kulonbség pozitiv (negativ) lesz, tehat az &r(asokken), amit a fazisvonalon fel-
tlintetett nyilak is mutatnak.

Ap(i+1)
0,6
Ap(t+1)=0,75-0,3p ()
0,4
0,2
p(t)
0 1 2 ) 3 4 5
p=251
-0,2 !
> > @ < < <
3b. abra
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5.1. A linearis pékhalé modell

Tekintslk a kereslet és kinalat alabbi egysfi@earis modelljét:
gd(t)=a-bp(t) ab>0

ge(t)=c+dp’(t) c,d>0

oren (3)
p~(t) = p(t -1)
q(t) = qd(t) = as(t).
Az el harom egyenlet megoldasaként adadik, hogy
a-c (d
t)y=——-|—|p(t-1).
p(0 =22 Jot-)
Ha a rendszer egyensulyban van, akkdt) = p(t -1) =... = p*, ami a kdvetkef egyensulyi ar-
hoz és mennyiséghez vezet:
o = a-c o = ad +bc
b+d’ b+d

A (3) rendszer etsés masodik egyenlete a keresletet é€s kinalatotdrj(3) harmadik egyenlete
azt a legegyszébb feltételezést fogalmazza meg, hogy addiszdkra vonatkozo vart ar ugyanaz
lesz, mint az éz6 idészakban megfigyelt ar, az utols6 egyenlet pediggensulyi feltételt adja
meg.

A korabbiakkal analég médon fogalmazza meg a mbdsllajzolja ki g(t) ar és a kereskedésbe
kerdlt g(t) mennyiség idbeli alakulasat aa =20,b=4, c=2,d = 2,5 konkrét paraméterértékek-
hez a4. abra

A mostania, b, ¢, d paraméterértékekre

pﬂ)=§é£-(%)pa-1)=45-Q62&XL1)

38

A B C D E F G H
1 |Linearis pokhalo
P
3 . a= 20
4 9d(0) = a=tp() b= 4 p*= 2,769231
5 gsit) = ¢ +dp® &) = 2 q'= 8923077
; P =pE-1) 25
8 g(t) = gd(£) = g=(t) 25 -
5
10 t plth qit
11 0 7 204
12 1 0,125 195 '
13 2 4441875 23125 15 4
14 3 1736326 13 05469 .
15 4 3414759 Badosz | PO S
16 5| 2365753 1053692 101 T T ST SR
17 6 3,021404| 7914383 e
18 7 2F11662| 9553511 5 4 "
13 B| 257736 B,529058 A
0 9 270765 9163934
21 10 2,807709 8769162 0 - - - - —
4. dbra

(4)
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Ennek pokhal6 diagramos abrazolasa is lileteszi go(t) ar idsbeli alakuldsanak kdvetését az
5. dbrabdlkiolvashat6 kovetkézmaodon. Ap(t) értékek a tordttvonal csucspontjainaksdteordina-
tai lesznek rendre, jobbrdl kezdve ezek 7; 0,12824875; ... az 5. abraval 6sszhangban.

P

6 -
p(D=p(t-1)

\
4_
2 . \

w(f_l)
|~ T~ p(i-1)
2 4 6 T~ g
5. abra

5.2. Kisérletezés

Ideje, hogy kisérletezziink ezzel a modellel. Migdinearis modellt a legaltalanosabban fogal-
maztuk meg a tablazatkeében, modosithatjuk a paramétereket és megfigyékey eredményeket
akér a tablazatkezidden az ar és mennyiségek megoldasgorbéjén, akagteleb pokhald diagra-
mon is.

Ha ad paramétert példaul 2,546-ra néveljuk, minden mas paramétert, valamikezdeti érté-
ket is valtozatlanul tartva, akkor a rendszer tewalis oszcillalni fog, de nem lesz stabilis ésdraz
ar, mind a mennyiség divergal az egyensulyi het§keAhhoz, hogy valaszt kapjunk arra, hogy ez

miért torténik igy, vegyik észre, hogy (4)-ben gd'mli% =-0,625 meredekség abszolut értékben ki-

sebb volt, mint a45 egyenes meredeksége, mig mebsl= —15 abszolut értékben mar nagyobb 1-
nél. Aza ésc paraméterek nem befolyasoljak a fix pont stalsiitdlletve instabilitasét.
Térjunk vissza a modell pokhal6é diagramos szentédtae. Megfigyelhét hogy a halé mintja

nagy mertekbeﬂa abszolut értékének az 1 szamhoz valo viszonyagg.f Mi torténik, ha a keresleti

gorbe meredeksége megegyezik a kinalati gérbe miesédével, azaz h%— =1? Prébaljuk ki ezt

elészor a tablazatkezdden, legyerb =2 és d =2, mig a ésc értéke maradjon a korabbi. Induljunk

el Gjra ap(0) =7 kezdeti arral. Az egyensulyi ar és mennyiggg=4,5és gq* =11 lesz. Most mind

az ar, mind a mennyiség két érték kdzott fog ugrdlm ar 7 és 12 kozoétt oszcillal, mig a mennyiség
felvaltva 6 illetve 16 lesz. De vajon véletlen bggsés-e csupan, hogy a két ar egyike éppen a kiin-

duld kezdeti ar? Kisérletezziink kulonBdazdeti arakkal valamivel az egyensulyi ar feésttalatt.
Koénnyen kideril, hogy a két ar koézul az egyik vadlmindig a rendszer kezdeti ara.
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6. A GOODWIN-FELE PIACMODELL

Természetesen szamos aitéeltételezéssel élhetlink az elvart arral kapcbalat igy példaul
GOODWIN 1947-ben a kovetkébdl indult ki:

p°(t) = p(t -1) + r(p(t -1)- p(t - 2)).

Véalasszuk a kovetkézmodellt:

qd(t) = 20-4p(t)

qs(t) = 2+2,5p°(t)

p°(t) = p(t -1) +r(p(t -1)- p(t - 2))
q(t) = qd(t) = as(t).

A harmadik egyenletet a kinalati egyenletbe hefgitve és egyetvé téve a keresletet és ki-
nalatot, a

p(t) =4,5-0,625(1+r) p(t -1) + 0,625p(t - 2)
masodrend rekurziv egyenlet adddik eredményuil.

Az els kérdés, ami felmeril (hiszen ehhez sokban hasooliellt mar vizsgaltunk) az, hogy a
korabbitél eltéé p°(t) alak a korabbitdl eltér egyensulyi feltételnez vezet-e? Ha a
p(t) = p(t-1) = p(t - 2) = p* feltételezéssel éliink és megkeressik a megolpasa nézve, kony-
nyen lathatjuk, hogy az egyensuly véltozatlan lesz.

Most adjuk meg modelliinket tablazatkeiten az élzével teljesen egyézmaodon, az eredményt
a6. abramutatja.

2 B E 5 E F G H
1 |Goodwin modell
2
3 r= 0,5
4 p= 276923
3
3 t Pt
7 i 1
5 1 1 p(t)=4,5-0,625(1+r)p(t-1)+0,625rp(t-2), r=0.5
9 2 3875
10 a3 1.180 a0
11 4 4p05
12 5 0551 184
13 B 5422 10
14 7 04 5
15 8 650 b _/\/\/\ /\
16 a 4797 iva V \
17 10 8241 -5 4 B T 8 9 o 1M 12 14 §a
18 1 a7e7 10 4
19 12 10825 15
20 13 BF45
21 14 140850 t

6. dbra

Az egyetlen Iényeges kilonbség, hogy most két kefelectelt kell megadni, g(0) ésp(1) érté-
keket. A B9 cella az alabbi algebrai illetve talaltkezebs képletet tartalmazza
=4.5-0,625(1+r) p(1)+0,625p(0)

=4,5-0,625* (1+$C$3)* B8+ 0,625 $C$3* B7.
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A 6. dbrdnazr értéket 0,5-nek vettik, a kezdeti arakat pedigsaé8 1-es itszakban egyarant
egységnyinek. Az eredmény egy divergalé argorbez. ledost tartsuk meg ap(0)=1és
p(1l) =1értékeket és cserélgessik mzparaméter értékét. Kisérletezziink a kovetkértékek-
kel:r =-3; -0,1; 0,1; 1. Eredményiil valtozatos goérbéket kaxpun

7. NEMLINEARIS POKHALOK

Tablazatkezél hasznalatanak nagy éelye, hogy tablazatkezelel qd(t) =4-3p(t)
még bonyolultabb nemlineéris modelleket is meg tiefesgalni, rdadas o2
tobbé-kevéshé ugyanazon a médon, mint a lineareitien. Tekintsuk ~ d(t) = (pP°)"(t)

kdvetked modellt: p(t) = p(t -1)
Ez a modell két fixpontot tartalmaz, az egyik g adnésik az 1. q(t) = qd(t) = gs(t)
A B C D E F G H |
1 |Nemlinearis pokhalo
2 = 1
3
4 t P
5 i 15
B 1 05833 p{ty=(413)-(113)p’(t-1)
7 2 12199
8 3 0833 16
] 4 10997 o
1 5 09303 12 ]
11 6 10443 7]
12 7 09634 |
13 g o | PO DS
14 9 0535 04
14 10 1,0090 0z |
16 11 09940 vl
17 12 10040 0 : 10 18
18 13 09973
19 14 10018 t
20 15 09398
21
7. abra
p@®) p)=p(i-1)
1,5
\
1,07
054 p(H)=4/3—(1/3)p°(i-1)
p(=1)
| I
0,5 1,0 L5 2,0
; o]
8. abra
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A nemlinearis rendszerekkel igen ovatosan kell hamert kilénésen bonyolult viselkedési for-
mékat tudnak mutatni. Példaul, ha a tablazatkeesl a p(0) = 4 kezdeti értéket allitjuk be, a rend-

szer azonnal a negativ fix pont fele lép és othasad! Mindazonaltal az 1-hez ,kozeli” kezdeti érté
kekre a rendszer oszcilldlva ugyan, de konvergé&iggensulyi &rhoz, 1-hez.

8. FOLYTONOS TRAJEKTORIAK KONSTRUALASA TABLAZATKEZE LOVEL

Differencidlegyenletek illetve differenciél egyetendszerek kdzetitmegoldasa is meghatarozhat6
tablazatkezében példaul az B ER-kbzelités segitségével, ez utdbbit az alabbi pétadtatunk be.

Oldjuk meg azx(t) = f(X,y) =9-2x-y, y({t)=9g(x,y)=3-y+x, x(0)=2, y(0)=2 kez-
deti értek feladatot.

Valasszunk kis |épéskoztAt =0,05-t és alkalmazzuk azx(i +1)=x(i) + f (x(), y(i))At,
y(i +1)=y() + g(x(i),y(i))At, i =0,1,.. EULER-féle kozelitést. Innen=0-ra

X(1) = x(0) + f(x(0),y(0))At, f(x(0),y(0))=9-2x(0)-y(0), vagyis
X(1) = x(0) +[9- 2x(0) - y(0)]At,
illetve y(1) = y(0) + g(x(0),y(0))At, g(x(0),y(0)) = 3- y(0) + x(0), tehat
y(1) = y(0) +[3- y(0) + x(0)]At.

A 9. dbréantuntettik fel a modell tablazatke#sImegoldaséat. AAt = 0,05 Iépéskozt az F3 cella
tartalmazza, ax(0) =2 kezdeti értéket a B8 cella, mig 3£0) =2 kezdeti értéket a C8 cella fog-
lalja magaba. Egy pillanatra af0)-t B8-al, y(0)-t C8-al azonositva ag1)= x(0)+[ 9-2x(0)-y(0)jt
képlet szerini(1) az = B8+ (9-2* B8- C8)* $F$3 képlettel szamithatd ki célsten a B9 cella-
ban. Hasonldéan adodiKl)-re ay(1)= y(0)+[ 3-y(0)+x(0)\t 6sszefliggés alapjan az, hog¥)-nek az
=C8+(3-C8+ B8)* $F$3 képlet felel meg értelemstien azy(0)-t tartalmazéd C8 cella alatti C9

cellaban. A B9 és C9 celldkat lejjebb masolhatjokya sorba, ahany é$zakot figyelembe akarunk
venni. Ezeket a cellakat X-Y pontdiagramon szewtiét kaphatjuk meg az alabbi modellt & 4brat

A, E € D E F G H [
1
2 -
3| [F=flmyi=9-ix-y = 0,05
4 y=gxyl=3-y+x
5
B
7 o xf i
] 0 2 2
] 1 2,15 215 c
10 2| 27778 23
11 3 23848 24489
12 4 24738 25957
13 5 25457 27396
14 6 25050 28799
15 7 2B805 30162 | vy s
16 & 25847 31479
17 6 27088 32747
18 10 27242 33964
19 11 27319 35128 '
20 12 2733 36298
21 13 27286 37293 ot , T .
 n } A4 S T400 o I T e
9. abra

Az eléadas nagy mértékbenoRALD SHONE ,An introduction to economic dynamics” cim
konyvére tAmaszkodott, amelyet a Cambridge UnitxeBiess adott ki 2001-ben.
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