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Absztrakt

Az adatok mennyiségének ndvekedésével — igy van ez az iddsorok esetében is — egyre nagyobb
szerepe lesz a megbizhatd iddsor-elorejelzési technikdknak. A klasszikus modszerek (pl.
ARIMA, kiilonbozé simitd eljarasok stb.) mellett mas megkdzelitésii modszerek is egyre
nagyobb szdmban vannak jelen (neuralis halok, nemlinearis modszerek stb.). Azonban a
modszerek kivalasztasatol fiiggetleniil érdemes megvizsgalni, hogy statisztikailag egyaltalan
elore jelezheté-e az iddsor értéke, vagyis mennyire véletlenszerli vagy determinisztikus az
idésor viselkedése. E tulajdonsag vizsgalatara bevalt modszerek az ismétlédési diagram
(Recurrence Plot, RP) €s a hozzéa kapcsolodd analizis (Recurrence Quantification Analysis,
RQA), melyek olyan nem klasszikus idésorelemzési modszerek, amelyek akar nemlinearis
dinamikus rendszerekkel és nem staciondrius rendszerekkel is miikddnek. Az elemzés sordn
kiilonféle indikatorok pl. ismétlédési rata, determinizmus, valamint szdmos az ismétlddési
diagrambol szamszerusitett értékek segitségével lehet vizsgalni és jellemezni az iddsort,
melyekbdl jelen tanulményban az ismétlddési aranyt (Recurrence Rate, RR%) és a
determinizmus (Determinism, DET%) értékeit vizsgaljuk meg. Az indikatorok nemcsak az
idésor teljes idOtartamara szadmithatok, hanem kiilonb6zé ablakméretek hasznalataval
mozgoatlagként is, igy az indikatorok valtozasai iddbelileg kovethetok. A valasztott iddsor a
magyarorszagi bruttd hazai termék (Gross Domestic Product, GDP) 1996 és 2024 kozotti
negyedéves volumenindexei voltak.

Kulcsszavak: GDP, ismétlddési diagram (Recurrence Plot), visszatérési analizis (Recurrence
Quantification Analysis), id6sor elérejelzés

Bevezetés

A klasszikus iddsorelemzési technikdk (leird statisztika, ARIMA stb.) mellett a modern
id6ésorelemzési technikék ) megkdzelitést tesznek lehetdveé. Ily modon lehetdség van a kdosz
eléfordulasanak vizsgalatara az idésorokon beliil, mivel a determinisztikus kéosz jelensége még
egyszerli nemlinearis determinisztikus rendszerekben is megfigyelhetd (Lorenz, 1993). A
nemlinedris rendszerek alapvetd jellemzdinek becslésére szolgdld technikakat kiilonbozo
tudomanyteriileteken nagy sikerrel alkalmaztak (fraktdl dimenzidk, Ljapunov-exponensek,
Kolmogorov-entropia stb., Kantz & Schreiber, 2003). Az ismétlddési diagramok (Recurrence
Plot, RP) Eckmann, Kamphorst és Ruelle altal 1987-ben kidolgozott grafikus eszkozok,
amelyek a fazistér-rekonstrukcion alapulnak (Eckmann et al., 1987). 1992-ben Zbilut és
Webber (Zbilut & Webber, 1992) javasoltdk az RP-k statisztikai kvantifikalasat, és a
visszatérési analizis (Recurrence Quantification Analysis, RQA) nevet adtak neki. Az RP és
RQA technikdk célja itt nem a kdosz 1étezésének bizonyitasa, hanem a nem staciondrius €s zajos
idosorok analizise (Zbilut et al., 1998), a mintazatban bekdvetkezd valtozasok, kiilondsen a
torések, példaul a fazisatmenetek detektalasa (Lambertz et al., 2000), valamint az idésorok
egy¢b dinamikus tulajdonsagainak megismerése (Eckmann et al. 1987).
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Jelen munka célja a hazai GDP (Gross Domestic Product) vagyis bruttd hazai termék 1996 ¢és
2024 kozotti negyedéves volumenindex iddsordnak vizsgalata ismétlédési diagram és a
visszatérési analizis modszereinek segitségével, melyek eredményeként valaszt kapunk arra a
kérdésre, hogy mennyire determinisztikus, vagyis eldre jelezheté-e az iddsor.

Modszer és adat

Egy dinamikus rendszer, mint példaul a GDP idésor vizsgalata szamos kihivast jelent,
elsdsorban a rendszerben részt vevd szdmos valtozo ismeretének hidnya miatt; a megoldas
azonban a rendszer fazistér-rekonstrukciojaban rejlik. Az egydimenzios iddsorok fazistér-
rekonstrukcidjat Takens bedgyazasi tételének (1981) segitségével végezhetd el, amely az (1)
egyenlettel megadott iddeltolodast becsiili egy m-dimenzidés beagyazasi fazistér és egy
gondosan megvalasztott T iddeltolodas felhasznalasaval.

X™(t) = [x(t),x(t+1),..., X(tH(m-1)1)] (1)
Egy megfeleld bedgyazasi dimenzié (m) megadja egy dinamikus rendszer tulajdonségait, és
megorzi annak topologiai geometridjat a fazistér rekonstrukcioja soran. Az adatok tul kicsi vagy
tul nagy bedgyazasa hamis ismétlddési értékhez és helytelen geometriai reprezentacidhoz vezet
(Marwan et al., 2007). Az idébeli késleltetéseket 1 a kolcsonds informacios (Mutual
Information, MI) fliggvény elsd minimumabol szamithatd ki (Fraser & Swinney 1986). A
minimalisan elegendd beagyazasi dimenzid a hamis legk6zelebbi szomszéd modszerével (False
Nearest Neighbor, FNN) becsiilhet (Kennel et al., 1992) mégpedig gy, hogy ha a hamis
legk6zelebbi szomszédok szazalékos aranya nullara csdkken, abban a pontban mért beagyazasi
dimenzi6 lesz az optimalis.
Az Eckmann és munkatarsai (1987) altal bevezetett ismétlddési diagramok tulajdonképpen az
allapotok visszatéréseinek négyzetes matrixban torténd megjelenitései, amelyben a
matrixelemek megfelelnek azoknak az idépontoknak, amikor egy dinamikus rendszer allapota
visszatér (az oszlopok ¢€s sorok egy bizonyos idépontparnak felelnek meg). Egy allapot
visszatérését tehat az i1 és j id6pontban egy fekete pont jeldli az i, j koordindtdknal. Matrixrol
lévén szo, a visszatérési diagramnak van egy fekete foatloja, amelyet egységvonalnak
neveziink. Tehat, ha az (i, j) pontot visszatérdnek jeldljiik, vagyis a j allapot az 1 kzéppontu, €
méretl kdrnyezetéhez tartozik; ez azt jelenti, hogy a rendszer allapota az i idépontban
valamilyen ,hasonlosagot” mutat a rendszer j iddpontbeli allapotaval, mas szdoval azt
mondhatjuk, hogy a rendszer kozeli ,,palydkon” marad.
Az eredeti koncepcio kiterjesztése €s kvantitativabba tétele érdekében Zbilut és Webber (1992)
kidolgoztak egy visszatérési analizisnek (RQA) nevezett modszertant, melynek eredményeként
szamos valtozot hataroztak meg az ismétlodések, visszatérések szamszerusitésére, amelyek a
kovetkezok:

o Ismétlédési arany (RR%) az ismétlodo pontok szazalékos aranya, vagyis az ismétlodo
allapotok (fekete pixelek) ardnya az dsszes lehetséges allapothoz képest.

e Determinizmus (DET%) az atlés vonalszerkezetekkel parhuzamos vonalszakaszokat
alkot6 ismétlédo pontok szazalékos aranya.

o Az atlagos atlos vonalhossz (L) azt az id6tartamot jelzi, amely alatt egy allapot nem
valtozik, vagy nagyon lassan valtozik.

o A leghosszabb 4tloés vonalhossz (LMAX) a féatloval parhuzamosan mért leghosszabb
vonalszakasz. Egy periodikus jel hosszll vonalszakaszokat hoz l1étre, mig a rovid vonalak
kaoszt vagy véletlenszerliséget jeleznek.

e A divergencia (DIV) a fdatloval parhuzamosan mért leghosszabb atlos szakasz
inverzeként definidlhato. Megmutatja, hogy a parhuzamos palyak milyen gyorsan térnek
el egymastol. Minél rovidebb a leghosszabb vonal, annal divergensebbek lesznek a
palyak.
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e Az atlos vonalak entropiaja (LENTR) a foatloval parhuzamos vonalszakaszok hosszanak
eloszlasanak Shannon-entrépidja. Ha alacsony a rendszer entropidja, akkor kevés
informaciora van sziikség a rendszer leirasahoz, ezzel szemben a magas entropia azt jelzi,
hogy sok informécioéra van sziikség. A magas entropia a periodikus viselkedésre jellemzd,
mig az alacsony entrdpia kaotikus viselkedésre utal.

e A laminaritds (LAM) a visszatérd pontok azon szdzalékos aranya, amelyek fiiggdleges
vagy vizszintes vonalszakaszokat alkotnak.

o (Csapdazasiid6 (TT) azt az atlagos id6t becsiili, amely alatt a rendszer egy adott allapotban
van.

e Leghosszabb fiiggéleges vonalhossz (VMAX) a leghosszabb iddszak, amely alatt egy
rendszer hasonl6 allapotban marad.

A modszertan fliggetlen az idésor méretétdl, annak staciondrius vagy instacionarius
tulajdonsagatdl, valamint az adatok eloszlasatol, igy az elemzés nemcsak az iddsor teljes
id6tartamara, hanem adott ablakmérettel is elvégezhetd. Ennek eredményeképpen az egyes
RQA értékek 1dobeli alakulasardl is informécidt kapunk, melyek egyben a rendszer iddbeli
valtozasait is mutatjak, vagyis mennyire determinisztikusan vagy véletlenszertien viselkedik a
rendszer egy adott id6pontban.

A fent leirt értékeket a Python (3.10.9) programozasi nyelven futd Jupyter Notebook (6.5.2)
kornyezetben szamitottam ki. A beagyazasi dimenziokat €s késleltetéseket a NoLiTSA modul
(Mannattil et al., 2017), az RQA elemzést a PyRQA modul (Rawald, 2018), a rekurzios
diagramokat pedig a RECLAC (Braun et al., 2021) modul segitségével végeztem el.

A vizsgalt id6sor adatai a Kézponti Statisztikai Hivatal hivatalos honlapjarél!, melyek a bruttd
hazai termék szezondlisan ¢és naptarhatissal kiigazitott és kiegyenstlyozott negyedéves
volumenindexei (el6z6 év azonos 1d6szaka=100,0%) voltak. Az idétartamot tekintve az idGsor
1996. ¢év 1. negyedévétdl 2024. év IV. negyedévéig tartd 29 évet oleli fel, amely 116
volumenindexet jelent, ahogy az els6 abran is lathato.
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1. abra: 4 brutto hazai termék (GDP) negyedéves, szezondalisan és naptarhatdssal
kiigazitott, kiegyensulyozott volumenindexei (el6z6 év azonos idoszaka=100,0%)

Forras: Sajat szerkesztés

! htt s://www.ksh.hu/stadat_files/gdp/hu/gdp0086.html, letdltés 2025. 06. 01.
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Eredmények

A vizsgalat elsd 1épéseként kiszamitottam a bedgyazasi dimenzidkat (m) és a késleltetéseket
(t). Ezek alapjan a negyedéves GDP iddsor bedgyazasi dimenzidja, a teljes iddtartamra
vonatkozoan m=3, és az optimalis késleltetés is 1=3. Az iddsor értékei a késleltetés értékével
eltolva lathatok a masodik abran, amely alapjan fontos informaciokat kapunk a rendszer
dinamikéjarol.
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2. abra: 4 brutto hazai termék (GDP) negyedéves, szezondlisan és naptarhatdssal
kiigazitott, kiegyensulyozott volumenindexeinek (el6z6 év azonos idoszaka=100,0%)
visszaterési leképezése (t=3)
Forras: Sajat szerkesztés

A beagyazasi dimenzido (m) €s a késleltetés (1) értékeinek felhasznalasdval elvégeztem a
visszatérési analizist (RQA), melynek eredményeképpen az els6 tablazatban lathatod értékeket
kaptam.

1. tablazat: A brutto hazai termék (GDP) negyedéves, szezonalisan és naptarhatassal
kiigazitott, kiegyensulyozott volumenindexeinek (el6zd év azonos idészaka=100,0%)

visszaterési analizis értékei

Forras: Sajat szerkesztés

. L Leghossza

Ismétlédési | Determiniz | ‘12608 | Leghossza | | Ades - o bb
ardn mus atlos bb atlos Divergenci vonalak Laminarita | Csapdazasi fizedleves
(RR"/y ) (DET%) vonalhossz | vonalhossz a (DIV) entropiaja s (LAM) id6 (TT) Vo%lilhofisz

0 0
L LMAX LENTR

® | amax) (LENTR) VMAY)

0,02 0,13 2,00 2,00 0,50 0,00 0,23 2,00 2,00

Az 1smétlédési arany (RR%) és a determinizmus (DET%) idObeli valtozasanak vizsgélatira
kiszamitottam az értékek 100-as mozgod ablakkal és 1-es 1épéskozzel szdmolt értékeit is,
melynek eredményeképpen az RR%, valamint a DET% értéke is idoben allandonak tekinthetd
— ahogyan a harmadik abran is lathato.
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3. abra: 4 brutto hazai termék (GDP) negyedéves, szezondlisan és naptarhatassal
kiigazitott, kiegyensulyozott volumenindexeinek (el6zd év azonos idészaka=100,0%)
ismétlodeési diagramja, valamint ismétlodési arany és determinizmus mozgo értékei.

Felso abra: visszatérési diagram, kozépsé abra: ismétlodeési arany (RR%) és a
determinizmus (DET%) mozgo ablakkal szamolt értékei, also abra: eredeti idosor.
Bedgyazasi paraméterek: beagyazasi dimenzio=3, késleltetés=3, ablakméret=100,

lépéskoz=1.

Forras: Sajat szerkesztés
Diszkusszio

A brutt6 hazai termék (GDP) iddsoranak beagyazasi dimenzidja alapjan a negyedéves értékek
valtozasat 3 folyamat okozza, amelyek alatt klasszikusan a fogyasztas, beruhdzas és az export-
import kiillonbségét is érthetjiik. Az id6beli késleltetéssel abrazolt értékek grafikonjan — azaz a
masodik abra bal oldaldn — a negyedéves volumenindexek a jobbfelsé negyedben taldlhatok
(mivel indexekrdl van szd, igy csak pozitiv értékek taldlhatdk), azonban nem lathatd semmilyen
mintazat, amely altalaban teljesen véletlenszerti folyamatra jellemz6. A harmadik abréan lathaté
visszatérési diagram alapjan nem lathato periodikusan visszatéré mintazat (ebben az esetben
racshaldzatot kellene 1atni), azonban a fekete pontok nem t6ltik ki egyenletesen a teret (nem
szorddnak egyenletesen). A diagramon lathatdé mintdzat hasonlé a véletlen bolyongas
mintazatdhoz, amely tiszta sztochasztikus folyamat eredménye. Az elsd tabldzatban az RQA
analizis soran szamitott 1év6 értékek hasonloan értelmezheték, minden érték a determinizmus
»ellentétét” jelzi. Tehat az értékek olyan tartomanyokban vannak, amelyek a legkisebb
determinizmust is elutasitjak, igy az értékek alapjan a vizsgalt iddsor értékei tisztan
sztochasztikus folyamatok eredményei.
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Fontos megemliteni, hogy a kdosz egyik jellemzdje, hogy a sztochasztikus rendszerek is
rendelkezhetnek kismértékii determinizmussal (a vizsgalt GDP idésor DET% értéke atlagosan
13%, amely az id0 soran nemigen valtozik). Az alkalmazott modszerek (RP, RQA) leginkabb
a sztochasztikus-determinisztikus rendszerek megkiilonboztetésére alkalmasak, egyrészt az
RP-n lathaté minta, masrészt az RQA paraméterek értékei alapjan. Sajat, eddig nem publikalt
tapasztalataim alapjan — tobb mint 50 kiilonbozo tipusti (meteoroldgiai, karsztvizszint,
arfolyam, vércukorszint, GDP, kiilonb6z6 zajtipusok fliggvényei, szinusz fiiggvény stb.) hosszu
tavl idésor — a determinisztikus (fliggvényszerii) és sztochasztikus (zaj) rendszerek a masodik
tablazatban lathat6 értékekkel jellemezhetdk.

2. tablazat: A determinisztikus és a sztochasztikus idosorok RQA paraméterei

Forras: Sajat szerkesztés

RQA paraméter Determinisztikus | Sztochasztikus

Ismétlddési arany (RR%) <0,5 ~0
Determinizmus (DET%) ~1 <0,5

Atlagos atlos vonalhossz (L) >10 ~2
Leghosszabb atlos vonalhossz (LMAX) >1000 <10
Divergencia (DIV) <0,001 >0,1

Atlés vonalak entrépidja (LENTR) >3 <1

Laminaritas (LAM) ~1 ~0

Csapdazasi id6 (TT) >60 ~2

Leghosszabb fiiggdleges vonalhossz (VMAX) >100 <5

Osszefoglalva az eredményeket, a bruttd hazai termék (GDP) negyedéves, szezonalisan és
naptarhatassal  kiigazitott, kiegyensulyozott volumenindexeinek (el6z6 ¢év azonos
1d6szaka=100,0%) idésora az RP és RQA vizsgalatok alapjan sztochasztikus iddsoroknak
tekinthetd a teljes id6szakra vonatkozoan. Ebbdl kifolyolag klasszikus elérejelzési technikakkal
nem igazan jelezhetd eldre, csak valoszinliségi alapokon (pl. eloszlasvizsgalat) lehet
megbecsiilni a GDP negyedéves értékeinek alakulasat.
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