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Absztrakt 

Az adatok mennyiségének növekedésével – így van ez az idősorok esetében is – egyre nagyobb 

szerepe lesz a megbízható idősor-előrejelzési technikáknak. A klasszikus módszerek (pl. 

ARIMA, különböző simító eljárások stb.) mellett más megközelítésű módszerek is egyre 

nagyobb számban vannak jelen (neurális hálók, nemlineáris módszerek stb.). Azonban a 

módszerek kiválasztásától függetlenül érdemes megvizsgálni, hogy statisztikailag egyáltalán 

előre jelezhető-e az idősor értéke, vagyis mennyire véletlenszerű vagy determinisztikus az 

idősor viselkedése. E tulajdonság vizsgálatára bevált módszerek az ismétlődési diagram 

(Recurrence Plot, RP) és a hozzá kapcsolódó analízis (Recurrence Quantification Analysis, 

RQA), melyek olyan nem klasszikus idősorelemzési módszerek, amelyek akár nemlineáris 

dinamikus rendszerekkel és nem stacionárius rendszerekkel is működnek. Az elemzés során 

különféle indikátorok pl. ismétlődési ráta, determinizmus, valamint számos az ismétlődési 

diagramból számszerűsített értékek segítségével lehet vizsgálni és jellemezni az idősort, 

melyekből jelen tanulmányban az ismétlődési arányt (Recurrence Rate, RR%) és a 

determinizmus (Determinism, DET%) értékeit vizsgáljuk meg. Az indikátorok nemcsak az 

idősor teljes időtartamára számíthatók, hanem különböző ablakméretek használatával 

mozgóátlagként is, így az indikátorok változásai időbelileg követhetők. A választott idősor a 

magyarországi bruttó hazai termék (Gross Domestic Product, GDP) 1996 és 2024 közötti 

negyedéves volumenindexei voltak. 

 

Kulcsszavak: GDP, ismétlődési diagram (Recurrence Plot), visszatérési analízis (Recurrence 

Quantification Analysis), idősor előrejelzés 

 

Bevezetés 

A klasszikus idősorelemzési technikák (leíró statisztika, ARIMA stb.) mellett a modern 

idősorelemzési technikák új megközelítést tesznek lehetővé. Ily módon lehetőség van a káosz 

előfordulásának vizsgálatára az idősorokon belül, mivel a determinisztikus káosz jelensége még 

egyszerű nemlineáris determinisztikus rendszerekben is megfigyelhető (Lorenz, 1993). A 

nemlineáris rendszerek alapvető jellemzőinek becslésére szolgáló technikákat különböző 

tudományterületeken nagy sikerrel alkalmazták (fraktál dimenziók, Ljapunov-exponensek, 

Kolmogorov-entrópia stb., Kantz & Schreiber, 2003). Az ismétlődési diagramok (Recurrence 

Plot, RP) Eckmann, Kamphorst és Ruelle által 1987-ben kidolgozott grafikus eszközök, 

amelyek a fázistér-rekonstrukción alapulnak (Eckmann et al., 1987). 1992-ben Zbilut és 

Webber (Zbilut & Webber, 1992) javasolták az RP-k statisztikai kvantifikálását, és a 

visszatérési analízis (Recurrence Quantification Analysis, RQA) nevet adták neki. Az RP és 

RQA technikák célja itt nem a káosz létezésének bizonyítása, hanem a nem stacionárius és zajos 

idősorok analízise (Zbilut et al., 1998), a mintázatban bekövetkező változások, különösen a 

törések, például a fázisátmenetek detektálása (Lambertz et al., 2000), valamint az idősorok 

egyéb dinamikus tulajdonságainak megismerése (Eckmann et al. 1987). 
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Jelen munka célja a hazai GDP (Gross Domestic Product) vagyis bruttó hazai termék 1996 és 

2024 közötti negyedéves volumenindex idősorának vizsgálata ismétlődési diagram és a 

visszatérési analízis módszereinek segítségével, melyek eredményeként választ kapunk arra a 

kérdésre, hogy mennyire determinisztikus, vagyis előre jelezhető-e az idősor. 

 

Módszer és adat 

Egy dinamikus rendszer, mint például a GDP idősor vizsgálata számos kihívást jelent, 

elsősorban a rendszerben részt vevő számos változó ismeretének hiánya miatt; a megoldás 

azonban a rendszer fázistér-rekonstrukciójában rejlik. Az egydimenziós idősorok fázistér-

rekonstrukcióját Takens beágyazási tételének (1981) segítségével végezhető el, amely az (1) 

egyenlettel megadott időeltolódást becsüli egy m-dimenziós beágyazási fázistér és egy 

gondosan megválasztott τ időeltolódás felhasználásával. 

Xm(t) = [x(t),x(t+τ),…, x(t+(m-1)τ)] (1) 

Egy megfelelő beágyazási dimenzió (m) megadja egy dinamikus rendszer tulajdonságait, és 

megőrzi annak topológiai geometriáját a fázistér rekonstrukciója során. Az adatok túl kicsi vagy 

túl nagy beágyazása hamis ismétlődési értékhez és helytelen geometriai reprezentációhoz vezet 

(Marwan et al., 2007). Az időbeli késleltetéseket τ a kölcsönös információs (Mutual 

Information, MI) függvény első minimumából számítható ki (Fraser & Swinney 1986). A 

minimálisan elegendő beágyazási dimenzió a hamis legközelebbi szomszéd módszerével (False 

Nearest Neighbor, FNN) becsülhető (Kennel et al., 1992) mégpedig úgy, hogy ha a hamis 

legközelebbi szomszédok százalékos aránya nullára csökken, abban a pontban mért beágyazási 

dimenzió lesz az optimális. 

Az Eckmann és munkatársai (1987) által bevezetett ismétlődési diagramok tulajdonképpen az 

állapotok visszatéréseinek négyzetes mátrixban történő megjelenítései, amelyben a 

mátrixelemek megfelelnek azoknak az időpontoknak, amikor egy dinamikus rendszer állapota 

visszatér (az oszlopok és sorok egy bizonyos időpontpárnak felelnek meg). Egy állapot 

visszatérését tehát az i és j időpontban egy fekete pont jelöli az i, j koordinátáknál. Mátrixról 

lévén szó, a visszatérési diagramnak van egy fekete főátlója, amelyet egységvonalnak 

nevezünk. Tehát, ha az (i, j) pontot visszatérőnek jelöljük, vagyis a j állapot az i középpontú, ε 

méretű környezetéhez tartozik; ez azt jelenti, hogy a rendszer állapota az i időpontban 

valamilyen „hasonlóságot” mutat a rendszer j időpontbeli állapotával, más szóval azt 

mondhatjuk, hogy a rendszer közeli „pályákon” marad. 

Az eredeti koncepció kiterjesztése és kvantitatívabbá tétele érdekében Zbilut és Webber (1992) 

kidolgoztak egy visszatérési analízisnek (RQA) nevezett módszertant, melynek eredményeként 

számos változót határoztak meg az ismétlődések, visszatérések számszerűsítésére, amelyek a 

következők:  

• Ismétlődési arány (RR%) az ismétlődő pontok százalékos aránya, vagyis az ismétlődő 

állapotok (fekete pixelek) aránya az összes lehetséges állapothoz képest. 

• Determinizmus (DET%) az átlós vonalszerkezetekkel párhuzamos vonalszakaszokat 

alkotó ismétlődő pontok százalékos aránya. 

• Az átlagos átlós vonalhossz (L) azt az időtartamot jelzi, amely alatt egy állapot nem 

változik, vagy nagyon lassan változik. 

• A leghosszabb átlós vonalhossz (LMAX) a főátlóval párhuzamosan mért leghosszabb 

vonalszakasz. Egy periodikus jel hosszú vonalszakaszokat hoz létre, míg a rövid vonalak 

káoszt vagy véletlenszerűséget jeleznek. 

• A divergencia (DIV) a főátlóval párhuzamosan mért leghosszabb átlós szakasz 

inverzeként definiálható. Megmutatja, hogy a párhuzamos pályák milyen gyorsan térnek 

el egymástól. Minél rövidebb a leghosszabb vonal, annál divergensebbek lesznek a 

pályák. 
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• Az átlós vonalak entrópiája (LENTR) a főátlóval párhuzamos vonalszakaszok hosszának 

eloszlásának Shannon-entrópiája. Ha alacsony a rendszer entrópiája, akkor kevés 

információra van szükség a rendszer leírásához, ezzel szemben a magas entrópia azt jelzi, 

hogy sok információra van szükség. A magas entrópia a periodikus viselkedésre jellemző, 

míg az alacsony entrópia kaotikus viselkedésre utal.  

• A laminaritás (LAM) a visszatérő pontok azon százalékos aránya, amelyek függőleges 

vagy vízszintes vonalszakaszokat alkotnak. 

• Csapdázási idő (TT) azt az átlagos időt becsüli, amely alatt a rendszer egy adott állapotban 

van. 

• Leghosszabb függőleges vonalhossz (VMAX) a leghosszabb időszak, amely alatt egy 

rendszer hasonló állapotban marad. 

A módszertan független az idősor méretétől, annak stacionárius vagy instacionárius 

tulajdonságától, valamint az adatok eloszlásától, így az elemzés nemcsak az idősor teljes 

időtartamára, hanem adott ablakmérettel is elvégezhető. Ennek eredményeképpen az egyes 

RQA értékek időbeli alakulásáról is információt kapunk, melyek egyben a rendszer időbeli 

változásait is mutatják, vagyis mennyire determinisztikusan vagy véletlenszerűen viselkedik a 

rendszer egy adott időpontban. 

A fent leírt értékeket a Python (3.10.9) programozási nyelven futó Jupyter Notebook (6.5.2) 

környezetben számítottam ki. A beágyazási dimenziókat és késleltetéseket a NoLiTSA modul 

(Mannattil et al., 2017), az RQA elemzést a PyRQA modul (Rawald, 2018), a rekurziós 

diagramokat pedig a RECLAC (Braun et al., 2021) modul segítségével végeztem el. 

A vizsgált idősor adatai a Központi Statisztikai Hivatal hivatalos honlapjáról1, melyek a bruttó 

hazai termék szezonálisan és naptárhatással kiigazított és kiegyensúlyozott negyedéves 

volumenindexei (előző év azonos időszaka=100,0%) voltak. Az időtartamot tekintve az idősor 

1996. év I. negyedévétől 2024. év IV. negyedévéig tartó 29 évet öleli fel, amely 116 

volumenindexet jelent, ahogy az első ábrán is látható. 

 
1. ábra: A bruttó hazai termék (GDP) negyedéves, szezonálisan és naptárhatással 

kiigazított, kiegyensúlyozott volumenindexei (előző év azonos időszaka=100,0%) 

 

Forrás: Saját szerkesztés 

 

 

 

 

 

 
1 https://www.ksh.hu/stadat_files/gdp/hu/gdp0086.html, letöltés 2025. 06. 01. 

https://www.ksh.hu/stadat_files/gdp/hu/gdp0086.html
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Eredmények 

A vizsgálat első lépéseként kiszámítottam a beágyazási dimenziókat (m) és a késleltetéseket 

(τ). Ezek alapján a negyedéves GDP idősor beágyazási dimenziója, a teljes időtartamra 

vonatkozóan m=3, és az optimális késleltetés is τ=3. Az idősor értékei a késleltetés értékével 

eltolva láthatók a második ábrán, amely alapján fontos információkat kapunk a rendszer 

dinamikájáról. 

 
2. ábra: A bruttó hazai termék (GDP) negyedéves, szezonálisan és naptárhatással 

kiigazított, kiegyensúlyozott volumenindexeinek (előző év azonos időszaka=100,0%) 

visszatérési leképezése (τ=3) 

Forrás: Saját szerkesztés 

 

A beágyazási dimenzió (m) és a késleltetés (τ) értékeinek felhasználásával elvégeztem a 

visszatérési analízist (RQA), melynek eredményeképpen az első táblázatban látható értékeket 

kaptam. 

 

1. táblázat: A bruttó hazai termék (GDP) negyedéves, szezonálisan és naptárhatással 

kiigazított, kiegyensúlyozott volumenindexeinek (előző év azonos időszaka=100,0%) 

visszatérési analízis értékei 

 

Forrás: Saját szerkesztés 

Ismétlődési 

arány 

(RR%) 

Determiniz

mus 

(DET%) 

Átlagos 

átlós 

vonalhossz 

(L) 

Leghossza

bb átlós 

vonalhossz 

(LMAX) 

Divergenci

a (DIV) 

Átlós 

vonalak 

entrópiája 

(LENTR) 

Laminaritá

s (LAM) 

Csapdázási 

idő (TT) 

Leghossza

bb 

függőleges 

vonalhossz 

(VMAX) 

0,02 0,13 2,00 2,00 0,50 0,00 0,23 2,00 2,00 

 

Az ismétlődési arány (RR%) és a determinizmus (DET%) időbeli változásának vizsgálatára 

kiszámítottam az értékek 100-as mozgó ablakkal és 1-es lépésközzel számolt értékeit is, 

melynek eredményeképpen az RR%, valamint a DET% értéke is időben állandónak tekinthető 

– ahogyan a harmadik ábrán is látható. 
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3. ábra: A bruttó hazai termék (GDP) negyedéves, szezonálisan és naptárhatással 

kiigazított, kiegyensúlyozott volumenindexeinek (előző év azonos időszaka=100,0%) 

ismétlődési diagramja, valamint ismétlődési arány és determinizmus mozgó értékei. 

Felső ábra: visszatérési diagram, középső ábra: ismétlődési arány (RR%) és a 

determinizmus (DET%) mozgó ablakkal számolt értékei, alsó ábra: eredeti idősor. 

Beágyazási paraméterek: beágyazási dimenzió=3, késleltetés=3, ablakméret=100, 

lépésköz=1. 

 

Forrás: Saját szerkesztés 

Diszkusszió 

A bruttó hazai termék (GDP) idősorának beágyazási dimenziója alapján a negyedéves értékek 

változását 3 folyamat okozza, amelyek alatt klasszikusan a fogyasztás, beruházás és az export-

import különbségét is érthetjük. Az időbeli késleltetéssel ábrázolt értékek grafikonján – azaz a 

második ábra bal oldalán – a negyedéves volumenindexek a jobbfelső negyedben találhatók 

(mivel indexekről van szó, így csak pozitív értékek találhatók), azonban nem látható semmilyen 

mintázat, amely általában teljesen véletlenszerű folyamatra jellemző. A harmadik ábrán látható 

visszatérési diagram alapján nem látható periodikusan visszatérő mintázat (ebben az esetben 

rácshálózatot kellene látni), azonban a fekete pontok nem töltik ki egyenletesen a teret (nem 

szóródnak egyenletesen). A diagramon látható mintázat hasonló a véletlen bolyongás 

mintázatához, amely tiszta sztochasztikus folyamat eredménye. Az első táblázatban az RQA 

analízis során számított lévő értékek hasonlóan értelmezhetők, minden érték a determinizmus 

„ellentétét” jelzi. Tehát az értékek olyan tartományokban vannak, amelyek a legkisebb 

determinizmust is elutasítják, így az értékek alapján a vizsgált idősor értékei tisztán 

sztochasztikus folyamatok eredményei. 
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Fontos megemlíteni, hogy a káosz egyik jellemzője, hogy a sztochasztikus rendszerek is 

rendelkezhetnek kismértékű determinizmussal (a vizsgált GDP idősor DET% értéke átlagosan 

13%, amely az idő során nemigen változik). Az alkalmazott módszerek (RP, RQA) leginkább 

a sztochasztikus-determinisztikus rendszerek megkülönböztetésére alkalmasak, egyrészt az 

RP-n látható minta, másrészt az RQA paraméterek értékei alapján. Saját, eddig nem publikált 

tapasztalataim alapján – több mint 50 különböző típusú (meteorológiai, karsztvízszint, 

árfolyam, vércukorszint, GDP, különböző zajtípusok függvényei, szinusz függvény stb.) hosszú 

távú idősor – a determinisztikus (függvényszerű) és sztochasztikus (zaj) rendszerek a második 

táblázatban látható értékekkel jellemezhetők. 

 

2. táblázat: A determinisztikus és a sztochasztikus idősorok RQA paraméterei 

 

Forrás: Saját szerkesztés 

RQA paraméter Determinisztikus Sztochasztikus 

Ismétlődési arány (RR%) <0,5 ~0 

Determinizmus (DET%) ~1 <0,5 

Átlagos átlós vonalhossz (L) >10 ~2 

Leghosszabb átlós vonalhossz (LMAX) >1000 <10 

Divergencia (DIV) <0,001 >0,1 

Átlós vonalak entrópiája (LENTR) >3 <1 

Laminaritás (LAM) ~1 ~0 

Csapdázási idő (TT) >60 ~2 

Leghosszabb függőleges vonalhossz (VMAX) >100 <5 

 

Összefoglalva az eredményeket, a bruttó hazai termék (GDP) negyedéves, szezonálisan és 

naptárhatással kiigazított, kiegyensúlyozott volumenindexeinek (előző év azonos 

időszaka=100,0%) idősora az RP és RQA vizsgálatok alapján sztochasztikus idősoroknak 

tekinthető a teljes időszakra vonatkozóan. Ebből kifolyólag klasszikus előrejelzési technikákkal 

nem igazán jelezhető előre, csak valószínűségi alapokon (pl. eloszlásvizsgálat) lehet 

megbecsülni a GDP negyedéves értékeinek alakulását. 
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