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Osszefoglalis: A dolgozatban hdrom matematikai probléma részletes matematikai és
modszertani targyalasan keresztiil illusztralom elképzeléseimet a felfedeztetd
matematikatanitasrél, és annak tehetséggondozasban betdltott szerepérél. A
problémak didkokkal torténd targyalasa soran alapvetd cél a problémamegoldasi
képességek fejlesztése és a matematikai felfedezés ¢és kutatds metodoldgiai
mérfoldkoveinek illusztralasa.
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Abstract: In this short article I intend to illustrate my ideas about inquiry based
mathematics teaching and learning and its role in talent management through a
detailed mathematical and methodological discussion of three mathematical
problems. When discussing problems with students, the basic goal is to develop
problem-solving skills and illustrate the methodological milestones of mathematical
discovery and research.
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1. Mottok

, Arrol szeretnék inkabb beszélni, hogy mennyire tanitoinknak koszénhetjiik
erdeklodeésiinket a tudomany irant, magatartasunkat a tudomannyal szemben.
Az én torténetem Magyarorszagon, a kozépiskolaban kezdodott el, ahol
matematikatandarom, Ratz LaszIo, konyveket adott nekem olvasdsra, és érzéket
fejlesztett ki bennem targyanak szépsége irant.” (Wigner Jend, 1963)

,»Mondhatom, hogy a jo versenyzok 90 szazalékdabol jo matematikus lesz, ha
ezt a palyat valasztiak. Ugyanakkor lehet kitiino matematikus azokbol is, akik
egyebkent pocsék versenyzok voltak. Tehat a versenyen valo jo szereplés
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Jjelezheti a matematikai tehetséget, a kevésbé sikeres versenyzésbol viszont nem
vonhatunk le kévetkeztetést.” (Reiman Istvan)

,Szamomra kicsit furcsa, de ma mar tudomdsul vettem, hogy a
tehetséggondozas szot sok tanar — és a szakirodalom is! — sajatos értelemben
hasznalja: vagyis az egyes teriileteken kiemelkedden szereplo tanulokkal valo
foglalkozaskent. Meégis, tegyiik most meg, hogy a tehetséggondozas szot az
eredeti jelentésében hasznaljuk, és értsiik ezen azt, hogy minden egyes tanulo
tehetségének a bontogatdasan munkalkodunk!” (Szendrei Julianna)

2. A problémamegoldasi képességek fejlesztésének
alapfeltételei (Erich Ch. Wittmann [2])

1. A tanuldk 0sztonzése a divergens gondolkozasra (t6bbféle megfogalmazas;

9.

tobb irdnybol torténd megkozelitése ugyanannak a probléménak; a
matematika kiilonbozd teriileteinek 0Osszekapcsolasa, a modszerek
Otvozése; stb.).

. Ismeretszerzés felfedeztetd tanitas €s tanulas révén.

. Automatizalt gondolatmenetek kizarolagos alkalmazasanak héattérbe

szoritasa.

. Nyitott problémak vizsgélata (nincs direkt kérdés, tobbféle kérdésfeltevés

lehetséges, apré kutatasi lehetdségek, stb.).

. Oszténdzni kell arra a tanuldkat, hogy maguk is vessenek fol problémakat.

. Egy olyan ,,nyelv” kialakitasa, amely lehetdvé teszi a tanuldk szamara,

hogy gondolataikat ki tudjak fejezni.

. Intuitiv indoklasok, sejtések dsztonzése. (Egy kicsi, de 6nallo 1épés tobbet

ér, mint egy bemutatott gondolatmenet ,,lefényképezése”.)

. Heurisztikus stratégiak tanulasa.

Konstruktiv magatartas kialakitasa a hibakkal szemben.

10. Diszkussziok, reflexiok, arcumenticidok dsztonzése.
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3. Alapveto tehetséggondozasi formak, lehetoségek

1. Osszetett, tobb logikai 1épést, eredeti otleteket, kiilonbozé anyagrészek
Osszekapcsolasat igényld feladatok, problémak megoldésa a tananyag
tartalmi keretein beliil.

2. A normal tantervi kovetelményeket meghaladd, ,.extra” matematikai
témakorok feldolgozdsa. (tagozatos osztalyok, emelt Oraszamu
csoportok).

3. Specidlis problémamegolddsi modszerek (stratégiak, technikak, eszk6zok)
versenyfeladatok megolddsa sordn torténd explicit tanitasa/tanuldsa,
versenyekre torténd felkészités/felkésziilés, tréning.

4. A tanulok 0sztonzése (ajanlds, iranyitgatas, ellenérzés) szakirodalom
olvasasra, 6nall6 problémamegoldasra.

5. Nyitott problémdk kapcsan kérdések segitségével iranyitott (k6zos vagy
6nallo) kutaté munka.

4. Példak ,,kutatasi problémakra”

Moédszertani mottd: ,, Nem mellékes az sem, hogy mit mond a tandr az
osztalyban, de ezerszer fontosabb az, hogy mit gondol a diak! Az étleteknek a
diakok fejeben kell megsziiletniiik — a tanar csak babaskodhat.” (Pblya

Gyorgy)

A kovetkezokben harom olyan kutatasi problémat, nyitott kérdést mutatok be
modszertani szituacioba helyezve, amelyek — véleményem szerint — jol
illusztraljak a felfedeztetdé matematikatanitas €s a tehetséggondozas egyik
lehetséges modjat. Mindharom példat kiprobaltam kiilonboz6é kozépiskolas
csoportokban €s a tapasztalataimat is beillesztettem az ismertetésekbe.

4.1. példa

Kiindulé helyzet: Hasonldsag tanitasa kapcsan eldkeriil a ,,36, 72 fokos”
egyenld szara haromszég (aranymetszés; szabalyos tizszog, 0tszog
szerkesztése), amelyik két egyenld szarti hdromszogre bonthat6 (1. dbra).
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1. abra

Kutatasi probléma: Melyek azok a hdromszdgek, amelyek felbonthatok két
egyenld szart haromszogre?
Lehetséges tanari kérdések:
1. Van-e még olyan ,,jol ismert” haromszog, amelyik rendelkezik ezzel a
tulajdonsaggal?
2. Milyen lehetéségek vannak az egyenld szaru haromszogek szarainak
elhelyezkedésére?
3. A haromszog (haromszogek) mely jellemzo6i (adatai) alapjan lehetne leirni
a megfeleld eseteket (haromszogeket)?

Megoldasok:
(1) Derékszogli haromszogek (2. abra)

A ’ D g
2. abra
(2) Minden olyan haromszdg, amelynek van egy olyan belsé szoge (B), amely

kisebb, mint 45°, és van egy 23 nagysagu bels6 szoge is. — (B, 2P) tipusu
haromszogek (3. abra)
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(3) Minden olyan haromszog, amelynek van egy olyan belsd szoge (), amely
kisebb, mint 45°, és van egy 3 nagysagu belsd szoge is. — (P, 3p) tipusu
haromszogek (4. dbra)

4. abra

Tovabblépési lehetoségek:
1. Az éltalanositas irdnyaba mutat6 kérdések:
e Mely haromszogek bonthatok fel harom darab egyenlé szara
haromszogre? (Lényegesen nehezebb kérdés!)
e Mely haromszdgek bonthatok fel négy egyenld szart haromszogre?
e Mely pozitiv egész n esetén bonthat6 fel barmely haromszog n darab
egyenld szari hdromszogre? (Belathatd, hogy n>4 esetén barmely
haromszog felbonthatd n darab egyenld szara haromszdgre.)
2. A specializélas iranyaba mutatd kérdések:
e A két egyenld szara haromszogre bonthatdé haromszogek koziil
melyek azok, amelyekre legalabb az egyik haromszog szabalyos?
e Azok koziil az egyenld szara haromszogek koziil, amelyek két
egyenld szarG haromszogre bonthatok, melyekre teljesiil, hogy az
egyik részharomszdg hasonlo az eredetihez?

4.2. példa

A kovetkezd ,tortfa” 0 és 1 kozotti raciondlis szdmokkal kapcsolatos
kérdéseket vet fel.
Kutatasi probléma: Az a és b pozitiv egészekre 0<a<b, valamint a és b

relativ primek. Az% tortbol kiindulva képezziik tortek egy végtelen csaladjat
a kovetkezdképpen:
1. az % tortnek két ,,leszarmazottja” van, a bal oldali Lb (az eredeti tort
a+

szdmlalojanak és a szamlalo €s a nevezd Osszegének hanyadosa), a jobb

oldali -2

a+
0sszegének hanyadosa);

(az eredeti tort nevezdjének és a szamlaldo és a nevezd
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2. a leszarmazottként kapott tortekbdl kiindulva ugyanigy folytatjuk az
eljarast (5. abra).

a
a / E \ b

a+b a+b
a / \(1+ b b / \u+ b
2a+b 2a +b a+2b a+2b

5. abra

Kérdések:
1. Ha % redukalt tort (a és b relativ primek), akkor van-e a ,,faban” nem
redukalt tort?

2. Benne van-e a ,,faban” az %? Ha igen, hol lehet?

3. Ha az 5 benne van a faban, akkor benne van-e az 6sszes 0 és 1 kozotti

racionalis szam?
4. Sorozatba szedhetok-e a 0 és 1 kozotti racionalis szamok?

Megoldasok (vazlatosan):
a

nem redukalt. Ekkor

(1) Tegyiik fel, hogy % redukalt, és

a—+
(a; a+b)=d>1:d|a, d|(a+b):d|(a+b—a)=b

(2) A ,bal oldali leszarmazottak” kisebbek %-nél, a ,jobb oldali
leszarmazottak” nagyobbak %-nél. Az % csak az ,,0s” lehet.

(3) Ha az % az ,,0stort”, akkor mindegyik 0 és 1 kozotti redukalt tort benne

van a faban. Barmelyik tortbdl indulva, a képzési szabalyt visszafelé
alkalmazva a tort nevezdje mindig csokken, és a szamlalé6 mindig kisebb a
nevezonél.

(4) Feliilrol kezdve, egy sorban balrol jobbra, majd soronként lefelé¢ haladva
sorszdmozni tudjuk a torteket, tehat megszamlalhatoan sokan vannak.
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4.3. példa

Kiindulé probléma: Keressiink olyan egész oldalhosszusagti derékszogu
haromszogeket, amelyek keriiletének és teriiletének mértékszama megegyezik.
Kutatasi probléma: Hagyjuk el a ,,derékszogti” jelzot. Melyek azok az egész
oldalhosszisagt  haromszogek, amelyek keriiletének ¢és teriiletének
mértékszadma megegyezik?

A kiindulo probléma megoldasa:

Legyenek a haromszog befogdi a és b, az atfogo c.

Ekkor
%ab=a+b-l—c=a—i—b+\/a2+b2 .

Ekvivalens atalakitasok utan
ab—4a—-4b+8=0.
Szorzatta alakitva
(a—4)(b-4)=8.
Két megfeleld derékszogli hdromszog van (a < b feltehetd): a=5, b=12, ¢ =13
,illetve a=6, b=8, c=10.
Lehetséges tanari kérdések:
1. Vannak-e még a fenticken kiviill a feltételeknek megfeleld specialis
haromszogek?
2. Mit éllapithatunk meg a feltételnek megfeleld haromszogekrdl?
3. Mely 6sszefliggések segitségével lehetne algebrai eszkozokkel vizsgalni a
problémat?
4. Hogyan lehetne eléallitani az 6sszes ilyen haromszoget?
A Kkutatasi probléma megoldasa (vazlatosan) a tanari kérdéseknek
megfeleléen:
(1) Nincs a feltételnek megfeleld szabalyos haromszég, mert az a (pozitiv
egész) oldalhosszu szabalyos haromszog teriilete irracionalis.
(2) Minden megfeleld haromszog beirt korének sugara 2, ugyanis

a+b+c
=a+b+c

T=r-s=r-

(r a beirt kor sugara, s a félkertilet, a, b, ¢ az oldalhosszak).
(3) A probléma jellegébdl adodoan a Héron-képletet érdemes alkalmazni.
Ennek segitségével megmutatjuk, hogy nincs megfeleld egyenld szara
haromszog.
S(s—a)2 (s—b) =2a+b=2s
g
b*(2a—b)-16(2a+b)=0
U
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b =2k (kpozitiv egész)

b parossagat felhasznalva, atalakitasok utan kapjuk:
8k

s=2k+
K% -8

=2k+n (n pozitiv egész).

Ezt alakitva

nk? —8k —4n =0.
Ennek a k-ra nézve masodfoku egyenletnek a diszkriminansa nem
négyzetszam, ezért nincs raciondlis megoldasa.
(4) Az altalanos eset vizsgalata. Feltessziik, hogy a >b>c, éslegyen x=s-a,
y=s-b, z=s—c.Ezzel x< y<z (6. &bra).

6. abra

A kertilet €s a tertilet egyenldségére vonatkoz6 egyenlet:
2(x+y+z) = (x+y+z)xyz ,
ahonnan atalakitasok utan
4(x+y+z) =Xxyz .

A feltételeket vizsgalva kideriil, hogy x lehetséges értékei: 1, 2, 3. A lehetséges
értekeket az egyenletbe beirva kapjuk, hogy oszthatdsagi okokbdl x 3 sem
lehet.

Az 6sszes megoldast az alabbi tablazat mutatja.

1. Tablazat
x |y z s=x+y+z | a=s—x | b=s—y c=s—7
1 5 24 30 29 25 6
1 6 14 21 20 15 7
1 8 9 18 17 10 9
2 3 10 15 13 12 5
2 4 6 12 10 8 6
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Erdekesség: A harom 01j haromszog (a két derékszogli haromszogon kiviil)
mindegyike tompaszogi, €s a tompaszog nagysaga mindhdrom haromszogre
ugyanakkora. Ez konnyen adodik, ha felirjuk a haromszogek teriiletét
kétféleképpen, €és figyelembe vessziik, hogy a beirt kor sugara 2. Legyen a
haromszogek legnagyobb szoge o . Ezzel

bcsina

. 4s
=2s << smo=—.
be

A tablazatban pirossal jelzett haromszogekre sinon:%, ahonnan, figyelembe

véve, hogy o tompaszog, o ~126,87°.

Azokat az egész oldalhosszusagu haromszogeket, amelyekre teljesiil, hogy a
teriilet és a keriilet mértékszama megegyezik, perfekt haromszogeknek
nevezziik.

5. Zarogondolatok

., ...egy matematikai feladattal éppoly jol el lehet szorakozni, mint egy
keresztrejtvénnyel, ... az erdteljes szellemi munka ugyanolyan jo dolog, mint
egy eros teniszjatszma. Ha valaki egyszer megizleli a matematika oromét, nem
fogja egykénnyen elfelejteni.” (Polya Gyorgy)

A feltételem mar all, hogy mihelyt rendbe szedem, elkészitem, s mod lesz a
parallelakrol egy munkat adok ki; ebbe a pillanatba nincs kitalalva, de az az
ut, melyen mentem, csaknem bizonyoson igérte a cél elérésit, ha az egyébarant
lehetséges, nincs meg, de olyan felséges dolgokat hoztam ki, hogy magam
elbamultam, s 6rokés kdr volna elveszni; ha megldtia Edes Apdm, megesmeri;
most tobbet nem szollhatok, csak annyit: hogy semmibdl egy ujj mds vilagot
teremtettem, ... ” (Bolyai Janos levele édesapjahoz, részlet, 1823. november 3.)
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