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Osszefoglalas: A statisztika alapfogalmainak és modszereinek megértése és
helyes alkalmazasa elképzelhetetlen valdszinliségszamitasi alapok nélkdil.
Nagy jelent8ségli a minta és a minta realizacié fogalma, a mintakdzép
eloszlasanak ismerete, a fiiggetlenség és a korrelalatlansag fogalma, tovabba
az a ,jmegallapitds”, hogy a kétdimenzidos normalis eloszlas esetén a
regresszios fiiggvény linearis. Igen hasznos a szamitdgéppel tdmogatott
statisztika oktatasa, de a kell6 elméleti megalapozas hianyaban, a hallgatosag
egy jelentds része lemarad az oktatas folyamataban €s 6nalldan képtelen egy
ismeretlen adathalmazt elemezni, pedig a gazdasagi szereplok ezt varjak el a
munkavallaloktol.

Kulcsszavak:  valdsziniiségszamitas,  fluggetlenség,  korrelalatlansag,
statisztika, oktatas.

Abstract: Understanding the basics of statistics and correctly applying
statistical methods requires knowledge of fundamental probability theory.
Such basics include the concept of random variables and their realizations
leading to a sample of actual observations, the meaning of (in)dependence and
(un)correlatedness, the central limit theorem for the distribution of the sample
mean as well as the linearity of the regression function for two-dimensional
normally distributed random variables. Teaching statistics in a software aided
and application-oriented way is useful, but without necessary theoretical
backgrounds, many students are facing severe difficulties over the learning
process. In particular, students might not be able to analyse new real-life data,
while this would be a primary expectation of future employers towards
graduating students.

Keywords: probability theory, independence, uncorrelatedness, statistics,
teaching

1. Gondolatok a valosziniiségelmélet oktatasarol

Korpas Attilané altal szerkesztett ALTALANOS STATISZTIKA I; 1l
konyvek szakmai lektora Csernyak Laszl6 volt, aki nagyban hozzajarult a
konyvek sikeréhez [1, 2]. Korrekt mddon alapozza meg a szlkséges
valosziniiségi hatteret. Erdemes ma is ezt a két konyvet lapozgatni és
hasznalni, mert jelentds segitséget nyljt a statisztika alapfogalmainak és
mddszereinek megértéséhez, melyek helyes alkalmazésa elképzelhetetlen
valoszinliségszamitasi alapok nélkiil.
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Van néhany fogalom, amelyet a hallgatok nehezen értenek meg és / vagy
rosszul alkalmazzak azokat. Mivel kilon tantargyként nem jelenik meg a
Valoszinliségszamitas a tantervekben, a statisztika megalapozésadhoz
fontosnak tartom az alabbi elméleti kitekintés ismertetését eléadason,
konkrét példak megmutatéasaval.

Az aldbbiakban a matematikai kitekintést tartom fontosnak, hogy a hallgato6
lassa a Gazdasagi matematikahoz a kapcsolddasi pontot.

1.1 A statisztikai minta és a minta realizacioja

X valbszinliségi valtozoéra vett minta legyen (X1,X2, ..., Xn) ahol Xi-k
fiiggetlen, azonos eloszlasu valoszintiségi valtozok

A minta realizéciéja az (X1,Xo, ... ,xn) Szamértékek ahol Xi=x1, Xo=xo, ...
Xn=Xn [3].

1.2 A centralis hatareloszlas tétel alkalmazasai

Ha XXz, ... , Xn azonos eloszlasu fuggetlen és véges szorasu
val6szinliségi valtozok és
E(XX)=m D(Xi=c i=1,2,....,n

2
. Yt Xj—nm _ 1 x Mgy
akkor lim P (—m/ﬁ < X) == S ez (1)
ahol E(X[L; X;) =nm és D*(XLL, X;) = no? (2)

1.2.1 A mintak6zép eloszlasa

Ha az X valoszintiségi valtozd varhato értéke E(X)=m, szérasa D(X)=c
létezik és az n mintanagysag elég nagy akkor az X-re vonatkozo (Xi, Xz,
..., Xn ) mintabdl szamitott

XZZ{LI Xi (3)

n

mintakozép kdzel normalis eloszlasu valosziniiségi valtozo [3].
A mintakdzép paraméterei

EX)=m é DX) = % (4)

1.2.2 Standardizalas alkalmazésa a mintaatlagra, Z-prébastatisztika
Legyen (Xi,X2...,Xn) minta, ahol Xi-k fliggetlen, azonos eloszlasu
valoszinliségi valtozok és

C¥a 7 CYa o
EX)=m és D(X) = N (5)
A mintaatlag standardizéltja a z probastatisztikat adja meg varhatoertékre.

_X-EX)
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7= )_(—im (7)
Jn
ahol E(2)=0és D(2)=1 (8)

1.2.3 Moivre-Laplace tétel
Végezziink n fliggetlen kisérletet, amelynek lehetséges kimenetelei az A és
az A események

PA=p és PA) =1-p (9)
Yn=X1+Xot+...+Xn  ahol Xxaz A esemény indikator valtozoi. (10)
E(X«)=p és D(Xx)=p(1-p) k=1,2,....n (11)
E(Yn)=np és  D?(Yn)=np(1-p) (12)

Yn binomialis eloszlasi valoszinliségi valtozo, ha n elég nagy akkor
kozelitheté normalis eloszlassal.

2
. Yn—np _ 1 X Y du
Jim P ( D) X) =mlee? (13)

1.2.4 Standardizalas alkalmazésa relativ gyakorisagra

Y , / o s1as P . o . . .
?“ valtozé standardizaltja a Z-prdbastatisztikat eredmenyezi, aranyra.

Yn
—_n P —N4 —
z=2=  E()=0és D(2)=1 (14)
ahol
le 1 7 Yn 1 (1_ )
E()=_-np=p és D’ (?)zﬁ-np(l—p)z% (15)

1.3 A fliggetlenség és korrelalatlansag fogalma

1.3.1. Példa

Az (X,)Y) vektorvalosziniiségi valtozd egyenletesen veszi fel az
(1,1);(1,0);(0,1);(1,2) értékeket.

a. Flggetlen-e X és Y valdsziniiségi valtozo?

b. Hatarozzuk meg p(X,Y) korrel&cids egyutthato értékét!

XIY 0 1 2 pi
0 0 0,25 0 0,25
1 0,25 0,25 0,25 0,75
qj 0,25 0,50 0,25 1
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a.  P(X=0, Y=0)=0 # P(X=0)-P(Y=0)=0,25-0,25 (16)

X és 'Y valosziniiségi valtozok nem fliggetlenek.

b.  E(X)=0,75 E(X?)=0,75D?(X)=0,1875 (17)
E(Y)=1  E(Y)=1,5 D(Y)=0,5 E(XY )=0,75 (18)
o(X,Y) = EXY-EEY) _ 075-0,751 _ 0 (18)

D(X)D(Y) \0,18750,5

Mivel p=0 az X és Y valosziniiségi valtozok korrelalatlanok.

1.3.2. A fliggetlenség és korrelalatlansag fogalma kétdimenzids normalis
eloszlas esetén

Az (X)Y) vektorvaloszinliségi valtozd normalis eloszlasti, ha
strtiségfliggvénye

_ 1 1 Jemmp?  , Gemy)E-my) | (-mp)?
h(X' Y) - 2T010, 1—p? eXp{ 2(1-p?) [ o2 Zp 0102 + o3 ]} (19)

Ha az X és Y valtozok korrelalatlanok p=0

=1 _Gemy)®) 1 _ =mp)?
h(xy) = 01V2T exp{ 202 } 02V2T exp{ 203 } (20)

h(x,y)=f(x): g(y) X és Y valosziniiségi valtozok figgetlenek

X~N (ml,Gl) és Y~N (mz,(Sz) (21)

A kétdimenzids normalis eloszlas esetén, ha a valtozok korrelalatlanok
akkor fliggetlenek is. Ha a peremeloszlasok normalisak nem feltétlendl
kovetkezik, hogy az egyuttes eloszlasuk kétdimenziés normalis [4].

1.4 Regresszios fuggveny kétdimenzios normalis eloszlas esetén

A kétdimenzios normalis eloszlas esetén a regresszids flggvény linearis.
Ismert, hogy az alabbi minimum feladat megoldasa a feltételes
varhatoérték.

E(Y-g(x))?=min (22)
g(X)=E( Y|X = x) (23)

A feltételes varhato érték meghatarozhato a feltételes stirtiségfiiggvénybol.
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_ hxy)
gl = -5 (24)

Az Y valtoz6 X-re vonatkozo feltételes varhato értéke
E(Y|X=x)=m, + p = (X — m,) (25)
1

2

— 1 _ 1 _ 2 (y _
g(Y|X) - szm exp{ 20‘%(1—p2) [[Y (mZ + p oy (X ml) (26)

A regresszios fuggvény linearis  E(Y|X=xX)=m, + p% X-my) (27)
1

2. Gondolatok a statisztika oktatasartol

2.1 A statisztika oktatas célja

A statisztika oktatasanak célja olyan szakember képzése, aki a gazdasagi
dontesi folyamatban képes alkalmazni a statisztikai modszereket és a
vizsgalat eredményeit alkotd modon felhasznalni. Tovabbi |ényeges
szempont, hogy a targy adatfeldolgozd képessegeket alakitson ki a
hallgatokban, nem pedig egyszeri mechanikus szamoldsi és miveleti
képesseget.

Az elbéadasokon és a gyakorlatokon a hallgaté egy mintat dolgoz fel,
melynek alapjan nem érzékeli a valtozékonysag problemajat és fontossagat.
Nem tudatosul benne az a tény, hogy a statisztikak valosziniiségi valtozok.
A statisztikai modszerek alkalmazasi feltételeinek ellendrzése nem torténik
meg, ezeket legtdbbszor megadjak a feladatban. Ennek sulyos
kovetkezménye van, ugyanis nem alakul ki az a képesség, hogy a sokasagra
vonatkozoan, a hallgatok helyes kovetkeztetéseket tudjanak levonni. Igen
hasznos a szamitogéppel tdmogatott statisztika, de a kelld6 elméleti
megalapozas hianyaban, a hallgatdsag egy jelentds része lemarad az oktatas
folyamataban és dnalléan képtelen egy ismeretlen adathalmazt elemezni.

2.2 A statisztika oktatasanak modszertanarol

Barmelyik oktatd, aki sajat maga altal kitalalt és nem életszeri adatokkal
szeretne megértetni, elmagyarazni valamit diakjai szdmara, a sajat diakjait
hozza héatranyos helyzetbe [5]. Ahhoz, hogy megtudjuk, mennyire jarunk
joaton az oktatds metodikajaban, szilkség van olyan mddszerek
kidolgozasara [6], amelyek segitségével mérni lehet az adott oktatasi
folyamat hatésat a tanulék megértési és tanulasi folyamatair

Az ELTE TTK-n 2003-ban bevezettem a statisztika programcsomaggal
tamogatott oktatasat valos adatokon [7]. Ot éven a mértem az
eredményeket. 2002-ben csak hagyomanyos oktatas volt majd 2003-2005
kozott kisebb, 2006-ban nagy metodikai modositasokat hajtottam végre.
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Tapasztalataim szerint ,,a hatékony gyakorlatok alapjait kortltekintd
folyamat soran Kkivalasztott feladatok jelentik. Amennyiben sokféle
feladatot szerepeltetiink az érakon, a hallgatonak mindegyik esetében meg
kell értenie a szakmai problémat, és rendelkeznie kell a sziikséges szakmai
ismeretanyaggal. Felméréseim azt bizonyitjak, célszerli kevés szamu —
amennyiben lehet egy — feladatot valasztani, amely az adott szakteriiletrol
vald, tudomanyos igényti, érdekes €s rajta szinte minden, vagy lehetoség
szerint minél tobb tanult statisztikai modszer alkalmazhat6. Ekkor csak
egyszer kell a hallgatonak egy ilyen szakmai példanak az ismeretanyagét,
feltételrendszerét magaéva tenni, igy kelloképpen a statisztikai fogalmakra,
eszkdzokre és azok alkalmazasanak feltételeire tud koncentralni” [8]. A
2006-ban bevezetett nagy és Osszetett adathalmazon torténd oktatas
sikerességét az 1. &bra szemlélteti a hallgatoknak feltett kérdésre -
,Mennyivel tartand hatékonyabbnak tanulasat, megalapozottabbnak
tudasat, ha a targyat szakmai példak alkalmazasan keresztul tanulna?” -
adott valasszal.

6
5r¢ Teljesen
4t - [ | [ | [ | Nagyrészt
3r Fele részben
2t Alig
1t — Egyaltalan nem
2002 2003 2004 2005 2006
Ev
1.4bra

Mennyivel tartana hatékonyabbnak tanulasat, megalapozottabbnak tudasat, ha a targyat
szakmai példak alkalmazasan keresztiil tanulnd? forras: [7]

Tanulsdgos volt megismerni a hallgatok véleményét errél az oktatasi
forméardl. Tekintsiink meg néhanyat ezek kozul [7]:

»A gyakorlat alapvetd haszndnak a szakmai problémdk statisztikai
kiértékelését latom. Ezaltal latdsmodunkat, gondolkodasmddunkat a
targgyal és a szakmdaval kapcsolatban atértékeli, segit mélyebben
megismerni. Kilon értékének tekintem, hogy a statisztika elmélet fogalmait
is a hallgatosag szdmara szemléletessé, kézzel foghatova teszi.”
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,»A példak nagyon jok, igy az igazi egy tantargyat tanulni, hogy nemcsak a
tankonyv fiktiv, steril példait boncolgathatja az ember, hanem hogy végre
szembe keriil valami ,,életszagtval”.

,Kifejezetten jo, hogy az oran szerepld feladatok és adatsorok igaziak, az
¢letbdl szedett példakon alapszanak. A targy sokat segit a szakmai
fejlédésben” [7].

Ez a 2003-ban lefolytatott kisérlet is ramutat arra, hogy mennyire fontos az
adatok értelmezése, és a kiértékelés modja. Manapsag gyakorlatokon
Excelben oldunk meg kész probléméat, de az eszkdzhasznalat mogott
,.elveszik™ a statisztikai latasmod.

A pandémia idején modszertanunk bovilt kis videdkkal, melyekben
Excellel végezziik a kiértékelést. Ugyanakkor a feljovo generacio Excel
készsegeit is fejleszteni kell, igy a statisztikai gondolkodasmdd megintcsak
séral.

2.3 A megvalositas eszkozei és javaslatok

2.3.1. Oktatés

“KOMBINALT” oktatdsi forma: ami online eldadast és hagyomanyos
gyakorlatot jelent. Az online el6adasok nem sikeresek, a hallgatok figyelme
elkalandozik, az oktatd szamara nincs visszajelzés. A gyakorlatokra
teljesen felkésziilés nelkil érkeznek a hallgatok.

Hallgatdi feltétel: A hallgatd rendelkezzen megfelelé szamitastechnikai,
valdszinliségszamitasi ismerettel. Ez a feltétel csak részben teljesiil.
Személyi feltétel: Ez feltételezi a jol felkészult oktatot, aki vonzova tudja
tenni a hallgatdk altal absztraktnak itélt fogalmakat és modszereket valds
feladatok megoldasaval, elemzésével képes kdzelebb hozni a hallgatot
valasztott szakmajahoz. Az oktatonak szlikséges kdzvetitenie tanitvanyai
felé, azt, hogy ne az legyen a hallgato egyetlen célja, valahogy teljesitse a
targyat, hanem a tudasat gyarapitsa, ismereteit sikeresen tudja alkalmazni
¢s szakmai tovabb fejlodéséhez ez adjon egy jo alapot.

Technikai feltétel: jol felszerelt, megbizhatdan miikodé szamitdogépes labor.

2.3.2. Tematika

Figyelembe véve a targytdl elvart kdvetelményeket és a hallgatoink
felkésziiltsegét, hozott alapokat, a tanultak alkalmazasanak esélyét,
véleményem szerint a BA szakon kevesebbet kellene tanitani, de azt sokkal
részletesebben. Az oktatds folyamataban fontos lenne visszatérni a
megelézé gyakorlaton megismert modszerekre, visszajelzést kapni a
hallgatoktol a tanulasi és megértési problémaikra. Lényeges lenne
bevezetni minden nagyobb fejezet utan egy komplex feladat megoldasat és
elemzését gazdasagi kornyezetben, azaz egy kisebb kutatast elvégezni.
Nagy hangsulyt kell / kellene helyezni a kapott eredmények szakmai
kornyezetben torténd kiértékelésére. Ma az alkalmazott online
vizsgaztatasnal ez hattérbe szorul és ezt nagy hibanak tartom.

220



Gondolatok (!) a valészintiségelmélet és a statisztika oktatasarol

Tobb olyan paraméteres probat tanitunk, amelyek nem alkalmazhatdk a
normélis eloszlas hidnya miatt. Ezért olyan nemparaméteres probak
bevezetését javaslom, melyek alkalmazasanak nem feltétele a normalis
eloszlés.

Hibanak tartom, hogy idé hianyaban nem ellendrizziik a kiilonboz6 probak
alkalmazhatdsdganak feltételrendszerét és a regresszidszdmitasnal a
reziduumok vizsgalatat.

Ma maér akar Excellel is meghatarozhaté a probak szignifikanciaja azaz a p-
érték. Javaslom minden alkalmazott préba esetén a dontest ennek alapjan
torténjen.

A lelkesebb hallgaték a TDK dolgozat megirasanal és/vagy a szakdolgozat
elkészitésenél szeretnék alkalmazni a tanult statisztikai modszereket.
Ilyenkor kérnek segitséget és szembestlnek azzal, hogy a tanult statisztikai
maodszereket alig vagy egyaltalan nem tudjak alkalmazni. Felmerdl a
kérdés, ennek mi lehet az oka? Véleményem szerint ilyen esetben nem
elegend6 csak a hallgatok gyenge tudas szintjére hivatkozni, mert a TDK-
ra a jobb képességiiek, elhivatottabbak ¢s szorgalmasabbak jelentkeznek.
Hol van a hiba? Melyek azok a tények, feltételek, melyeken valtoztatni
kellene? Ehhez egy kozos gondolkodasra lenne sziikség. A tematika és
tantargyleiras 6sszeallitdsanal ezeket is figyelembe kellene venni. Nem kell
mindent megtanitani a BA képzésen. A kevesebb lenne a tobb, de ezzel
adhatnank alkalmazhat6 tudast a hallgatonak. Oktatdsunkban azt is
Iényegesnek tartom, ne csak a lemorzsolodas megakadalyozasa legyen a
cel.

Remélem a statisztika modszertananak folyamatos fejlesztésével,
atgondolasaval és igényes oktatasaval sikerul kozelitenlink a 2.1 pontban
megfogalmazottakat, a statisztika oktatas céljait.

2.3.3.1dézet a ,,Kdnyvszemle "-bdl

Végil felhivndm a figyelmet egy igen értékes kdnyvszemlére, melynek
minden mondataval egyetértek, nem kivanok hozzatenni semmit, csak
idézni [9].

,Ez a tankdnyv azzal a ceéllal irddott... Statisztika konnyen, gyorsan,
nehézségek nélkiil, matematika nélkiil, formuldk nélkiil... A szlogen
ismerds, am a magyar nyelvli szakirodalomban tudomdsom szerint ilyen
kiadvany még nem jelent meg, ezért talan érdemes egy Kicsit részletesebben
megismerni a tartalmat.”

,»Az oktatonak gy hiszem nem az lenne a feladata, hogy idomuljon a
kornyezet igénytelenségehez, hanem oktassa, nevelje, tanitsa meg a
hallgatokat tanulni, dolgozni. Ebbdl az e-book koncepciobdl annyi
racionalis magot természetesen elfogadok, miszerint egy oktatasi anyag
lehetdleg keriilje az oncéli tudalékoskodast, probaljon meg vilagosan,
célratdrden, tomoren, a rendelkezésre all6 technika adta lehetdségek
maximalis kihasznalasaval magyarazni, de ne sugallja azt, hogy kevés
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munkaval is el lehet jutni komoly tudésig. Tudomasul kell venni, hogy a
tanulas (a hatékony tanulés) igen nehéz (egyesek szerint a legnehezebb)
szellemi munka. Az egyetemi hallgatoknak a tarsadalomban elfoglalt
kivaltsagos helyzete mdgott az van, hogy a tarsadalom tudomasul veszi ezt
a nehéz munkat. Félo, hogy az ilyen és hasonlo — a tudas latszatat biztosito,
val6jaban altudast adé — konyvek visszaélnek ezzel, és meggy6z6désem
szerint hosszi tavon jelentds karokat okoznak a fiatal generacié
fejlodésében és altalaban az oktatas tarsadalmi megitélésében.” [9]
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