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Osszefoglalas: A szerzék tanulméanyukban a  haromszogszdmok
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Bevezetés

Méar a pithagoreusok is tobb szamelméleti 6sszefliggést ismertek. Modszeriik
lényege abban allt, hogy a szamokat kiilonbozé formaban raktak ki
kavicsokkal, ami a szamoldtabla hasznalataval volt 6sszefiiggésben. gy
jutottak el tobbek kozdtt a haromszégszamokhoz. Ezek olyan szamok, amelyek
eldallnak az els6 néhany egymast kdvetd pozitiv egész szam 6sszegeként, azaz

az 1+2+...+n (n € Z+) alak szamok. Neviket onnan kaptak, hogy
szabalyos haromszog alakba rendezhetdk (1. abra):
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1. dbra

A tanulmanyban a haromszdgszamokkal kapcsolatban néhany tulajdonsagot
ismertetiink, melyekre a legtobb esetben mind matematikai, mind pedig
szemléletes bizonyitast is adunk.

Miért is ,kell” a szemléltetéssel foglalkozni? A szemléletes bizonyitasok
bemutatasa, megértetése eldsegiti tobbek kozott azt a szemléletet, hogy egy
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feladatot minél tobb fel6l probaljunk megkdzeliteni, hogy mas nézdépontbdl
vizsgaljuk, tanulmanyozzuk az adott problémat. Természetesen a szemléltetés
sem elegendd onmagéaban; a vizualis levezetések és az algebrai bizonyitasok
kdzos, egyuttes alkalmazésa biztosithatja az érzeki megismerés és az elvont
gondolkodas szoros kapcsolatanak kiépitését.

A tulajdonsagok bemutatasa soran T, -nel jeldljik az n-edik haromszdgszamot.
(Legyena T, =0).
Allitas:

Szemléletes bizonyitas (2. abra) [1]:
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2T, =n-(n+1) = T,= >

2. dbra

A haromszogszamok tulajdonsagai

A haromszogszamokra teljesiilnek a kovetkezo tulajdonsagok:

1. tulajdonsag: T, ,+T, =n’ (n € Z+)
Bizonyitas:

T 4T = (n—1)n .\ n(n+1) _n
2 2

-(n—1+n+1):g-2n:n2

Szemléletes bizonyitas (3. abra):
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Megjegyzés
1. Az 1. tulajdonsag alapjan két egymas utani haromszogszam dsszege éppen
egy teljes négyzet. Felhasznalva az ismert 1+3+5+...+(2n—1)=n?

(n € Z+) osszefuiggeést, belathatd hogy: az elsé néhany (pozitiv) paratlan
szam 6sszege megadhatd két szomszédos haromszégszam 0sszegeként.

2. Figyelembe véve, hogy T, , +k =T, ésak helyére T, -tirva, kapjuk, hogy

T +T, =T, (n € Z+), azaz végtelen sok olyan haromszogszamokbol
allé szampar van, amelyekben a tagok 6sszege szintén haromszégszam.

2. tulajdonsag: 3T, +T,, =T, (nez’)

Bizonyitas:

Szemléletes bizonyitas (4. abra):

3T, +T,,=T,,

4. abra
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3. tulajdonsag: 3T, +T., =T, ., (neN)
Bizonyitas:

T 4T 3. n(n+1)Jr (h+1)n+2) _ n+1'(

an+n+2)=""L (4ns2)-
2 2 2 2
_2(n+1)2n+1) _(2n+1)2n+2)

= = T2n+1

2 2
Szemléletes bizonyitas (5. abra):
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5. dbra

4. tlajdonsag: T, T +T, T, =T, (n,kez")

Bizonyitas:
7o et .r (=00 (k=2k nln+l) k(k+1)_
n-1 k-1 n Kk 2 2 2 2
=n7l.(-[(n—1)(k—1)+(n+1)(k+1)]=%-(nk_k_n_,_l_i_nk_l_k_'_n_'_l):
=%-(2nk+2)=wﬂnk

Szemléletes bizonyitas (6. abra) [2]:
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T} darab ‘

T, ; darab %9

Megjegyzés
Néhany ,,specialis eset” adott k értékek esetén:

Ha k=2 T, T+T,T,=T,, = T.,+3T, =T, (2
tulajdonsag)
Ha k =3 T, T,+T, T,=T,, = 3T, ,+6T, =T,
Hak=n T, -T,+T,-T,=T, = T2 +T?=T,

(azaz két egymas utani haromszégszam négyzetdsszege

szintén haromszdgszam)
Ez utobbi ,,specidlis eset” szemléletesen is belathato.

Szemléletes bizonyitas (7. abra):
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5.tulajdonsag: T, , T, +T,-T,, =T, (n, ke Z*)

Bizonyitas:
T LT AT T (n —21)n ‘ k(k2+1)+ n(n2+1)_ (k —21)k _
nk nk
=T-[(n—1)(k+1)+(n+1)(k—1)]=7-(nk—k+n—1+nk+k—n—1):
nk nk —1)nk
=K fonk-2)= (R IK g

Szemléletes bizonyitas (8. abra):
do
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8. abra
Megjegyzés
Néhany konkrét esetben ,,(ijabb” érdekes 0sszefuggésekhez jutunk:
Ha k =2 (illetve n helyére n+1 kerl)
T T+T T =Ty = 3, +T.,=T,.. (B
tulajdonsag)
Ha k=3 T, T,+T,-T,=T,, = 6T _,+3T, =T,

Ha_ k =N Tn—l .Tn +Tn 'Tn—l =Tn271 = 2'Tn—l 'Tn =Tn271

(azaz két szomszédos haromszogszam szorzatanak
kétszerese szintén haromszogszam)

6. tulajdonsag: A kilences szamrendszerbeli 11...111 (n € Z+) szam a tizes
~———

n-szer

szamrendszerben haromszégszam. [3]
Bizonyitas:
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n— n n 2 n n
11...111(9)=1+9+92+...+9“‘1=§i9k _9 -1_@f-1_(3 -3 +)

n-szer k=0 9-1 B 8 8

13"-13+1 13"-1(3-1
=_. . =_. . +1 :Tn
2 2 2 2 2 ( 2 j 32‘1
Szemléletes bizonyitas (9. abra):
O O O
L
2 n-1 3n_]
1+9+9° 4+ . +9" =1+24+3+..+ > =T,

9. dbra

7. tulajdonsag: A (2k +1) szamrendszerbeli T,T,---T, (nkeZ®)szama
—_——

n-szer
tizes szamrendszerben haromszdgszam. (6. tulajdonsag altalanositasa)
Bizonyitas:

Figyelembe véve, hogy keZ®, konnyen belathatd, hogy
T = k(k2+1)<(2k +1)7, azaz T, létezd szamjegy” a (2k+1)

szamrendszerben.
n-1 .
TTe Ty (e P T (K27 + (2K 0)* 4 (2k 427, S (2wt -

(k1" -1 k(k+1) [2k+2) [ -1 k(k+1) 2k +2) —1]- [k 1) +1]

“C(2k+1P-1 2 4k? + 4K 2 Ak (k +1)
ek —a) ekray 1) 1 ke -1 (k) e1
- 8 2 2 2
1 (2k+1) —1.((2k+1) —1+1j:T n
2 2 2 (2k+1)"-1
[N 2

ez*

8. tulajdonsag: Egy haromszdgszam Kilencszereséhez egyet hozzdadva
Gjabb hdromszégszamot kapunk.

Bizonyitas:
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2
o n(n+1)+1=9n +29n+2 _ (3n+1)§3n+2)

- T3n+1

9T +1=

Szemléletes bizonyitas (10. &bra):
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10. abra

Megjegyzés
Bizonyithato a 8. tulajdonsag egy altalanositasa: a

(2k+1)-T, +T, (neN,keZz") szintén haromszogszam.

Osszegzés

A nem formalis bizonyitasok szlikségességét szamos didaktikai elv, mint
példaul a fokozatossag, a reprezentacids szintek e€s a szemléltetd eszkozok
varialasa stb. alatdmasztja [4]. A képi megjelenitésnek fontos szerepe van a
megértés folyamataban, mely a késObbi visszaidézést is egyszeriibbé teheti.

A tanulmanyban — a haromszogszamok példajan keresztiill — igyekeztiink
bemutatni a képi reprezentacid fontossagat, szemléletes bizonyitasokon
keresztul (melyekhez kapcsoléddan természetesen nem hianyozhatnak az
egzakt formalis levezetések sem).
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