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Osszefoglalas: A Lagrange feladatok megoldasa helyett bizonyos esetekben
ajanljuk a grafikus megoldasokat, ahol a célfiiggvény egyenesének/sikjanak
parhuzamosaival vagy koncentrikus korokkel, esetleg mas alakzatokkal
kozelitve a feltételek altal hatéarolt halmazahoz kapjuk meg az optimumot. A
nemlinearis egyenlStlenségeket abrazolhatjuk példaul parabolakkal, kérokkel,
illetve térbeli alakzatokkal. Tovabba bemutatunk a komplementaritas elve
alapjan egy 3D transzponalasi lehet6séget 2D-be, és vissza.

Kulcsszavak: feltételes optimalizalas, szemléltetés, komplementaritas.

Abstract: Instead of solving Lagrange's equations, we recommend geometric
solutions, where the optimum is obtained by approximating the set of
conditions with parallels of the main function's line or plane, or with concentric
circles or other shapes. Nonlinear inequalities can be represented by parabolas,
circles, or spatial shapes. Based on the principle of complementarity, we
present a 3D transposition option into 2D and back

Keywords: conditional optimization, illustration, complementarity.

1. Bevezetés

A tanulmany altal szeretnénk megemliteni néhany konkrét feladat megoldasat,
melyeknél hangsulyos figyelmet szentelink a geometriai értelmezésre.
Fontosnak tartjuk a helyes szemléltetést, nem szabad csak kizardlag az algebrai
megoldasi modszerekre hagyatkozni [1],[2], a hallgatoknak meg kell értenitik
a koztiik 1évd kapcsolatot is. Az itt bemutatott példak foként a kézgazdasz
szakirdnyl tanulmanyi programok matematika oktatasaba illeszkednek. Az
altalunk eddig ismert programozasi feladatok fdleg lineéaris alakzatokkal
foglalkoznak, illetve linearis flggvényekkel. Az bemutatott feladatainkban
ramutatunk arra, hogy nemlinearis alakzatokkal is kdzelithetlink a feltételek
halmazahoz. A tanulmanyban egymasra épitve fokozatosan alakitjuk ki a
térlatast, hogyan értelmezhetd a legtobb kozgazdasagi feladatok geometriai
uton. Ramutatunk arra, hogy a feltételek halmaza, de maga a fofliggvény is
lehet nemlinearis. Tehat nemcsak egyenesekkel, de koncentrikus kdrokkel is
kozelithetiink a feltételek kiillonbozd halmazaihoz. Ismertetiink egy
bonyolultabb feladatot, amelyet Lagrange egyenletrendszer segitségével
oldunk meg algebrai Gton, és koncentrikus korok segitségével kozelitve a
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feltételek halmazdhoz geometriai megoldast kindlunk, amit mindezidaig a
szakirodalomban nem fedeztiink fel, tehat ujszeri egy példan bemutatva.

2. Geometriai valosziniiség

Els6é példaként tekintsiink egy egyszerli valoszinliségi problémat, szeretnénk
meghatarozni annak az esélyét, hogy egy fil és egy lany talalkozik. A két
személy a megbeszelésik alapjan 12 és 13 ora koril szeretne talalkozni, és
egyforma feltételeket szabnak egymas irdnyaban. Flggetlenil egymastdl
érkeznek, €s gy dontenek, hogy az elobb érkezd fél legfeljebb 20 percet
hajland6é varni (tolerancia) a masikra, miel6tt tavozna. Mi a valoszintisége
annak, hogy talalkoznak?

A feladat a matematika nyelvén igy irhatd fel: Q = {(x,y)eR?0 <x <
1; 0 <y < 1}, ahol az dsszes lehetséges esemény egy 1x1-es egységnégyzet
segitségével szemléltethet. A tovabbi feltételek félsikokkal abrazolhatok
(ahol 20 perc=1/3 6ra) ugyanis, ha az A személy érkezik elébb, akkor x <

y fgy y < x +2. Haa B személy érkezik elobb, akkor y< x igy x <y +.

Ezek alapjan az y ertékeire érvényes, hogy x — § <y<x+ § ezzel egyltt a
feladat kezdeti feltételeit is figyelembe véve az 1. abran lathaté eredményhez
jutunk. A megoldas csupan az egységnegyzet és a sarga sikidom teriiletének
egymashoz viszonyitott aranya. Azaz a grafikus megoldas az y = x —
%egyenes felettiésaz y = x + iegyenes alatti félsikok kozos halmazanak, ami

egy sav, és annak metszete az 6sszes lehetséges esemeny halmazaval, amelyet
az 1x1 orés iddintervallum hatdroz meg.

0 | 02/ o4 06 08 1

1. abra A két személy talalkozasanak lehetséges esteit a sarga mez0 jelzi, ami az 1x1-
es egységnégyzet része
Forréas: sajat szerkesztés

Az bsszes lehetséges esemény az egész egységnyi oldali négyzet m(Q) = 1,
ebbdl a talalkozas eshetdsége (a kedvezd események halmaza) a sarga terilet
5

m(G)=1-—
szazalékos [6

g A talalkozas valoszinlisége P = % = g, tehat csak 55,5

—_— N
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3. Egy kozgazdasagi feladat vallalkozasi mozgasterének szemléltetése

Az el6z6 valoszinliségi feladathoz hasonléan a félsikok abrazolasara
hagyatkozva (illetve hasonléan a tobbvaltozos fuggvenyek értelmezési
tartomanyanak vizsgélatara), hasonléan jarhatunk el a hatartermék
értelmezésének esetében is. Itt geometriai uton szemléltethetd a vallalkozok
mozgéastere is. Ezt atermelés altal kialakitott legals6 nem atléphetd szinttel
tudjuk behatarolni. Ha egy termelési célfliggvény kvadratikus, példaul az

f:z =5xy —x? - 3y?, akkor az egyes bemenetekre
meghatarozott hatartermékek az elsérendii parcialis derivaltak lesznek, azaz
MPD, = Z—i =5y —2x és MPD, = z—f] = 5x — 6y. Mivel a fenntarthat6sag

szempontjabol a > jelet kell alkalmazni, igy ismét félsikokrél van sz6. A
halmazelméletbdl csak azt kell tudni, hogy ha a felsé egyenes alatti, €s az also
egyenes feletti részrdl van sz6, akkor a metszetiik egy korridor. Ha emelkedd
tendenciat mutatnak a termelést jellemzé paraméterek, akkor [3][4]

5y —2x>0 és 5x — 6y = 0.

2. abra: A 0,83 és 0,4 iranytényez6jli egyenesek kozé beékelt korridor
Forras: sajat szerkesztés

4. Adiszkrimindld6  monopolista kdzgazdasagi feladat mozgasterének
optimalizalasa és annak szemléltetése

A kozgazdasagi feladatokban a monopolistaként emlegetett nyereségi
egyenleteinek a megoldasa teljes négyzetté vald atalakitds kovetkeztében
konnyen abrazolhaté korok segitségével, ahol P az arakat és Q a
mennyisegeket jeldli. A feltételeket korokkel lehet abrazolni. Gyakorlatilag, ha
az arak a mennyiség fliggvényében a kovetkezOképpen adottak P; = 40 —
Q:; P, =30—Q, és akoltségek, kiadasok pedig C = 6Q = 6Q; + 6Q-,
akkor a nyereség kifejezhetd
7T:P1Q1+P2Q2_6C:40Q1_Q12+30Q2_Q%_6Q1—6Q2
alakban, ami 0Osszehasonlithaté azx? — 40x + 400+ y? + 30y + 225 =
625 egyenlettel, igy ez gyakorlatilag egy [20; 15] kdzéppontbdl szerkeszett 25
egységnyi sugaru korrel abrazolhatd, ugyanis
(x —20)% + (y — 15)? = 252,
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Ha a cég két orszdgban monopol helyzetben van, és az arak a fizetoképesség
ardnyaban valtoznak, akkor ezt orszdgonként egy-egy kor reprezentélja, amit a
celfuggvény parhuzamosaival optimalizalhatunk. Grafikus Uton a megoldéas a
kvadratikus tagok Kialakitdsdval egyszerisodik két korre, illetve azok
belsejének a metszetére, ami a feltételek kzds halmazat adja. Ehhez a 3. abrén
lathatd alakzathoz egy termelési célfiiggvénnyel kozelitiink feliilrdl
parhuzamos egyenesekkel, igy hatarozhaté meg, illetve szemléltetheté mértani
uton a maximalis nyereség, ami éppen a k6zos halmaz legfelsé pontja lesz.

P

>

3. abra: A feltételek kdzos halmazahoz kozelitiink parhuzamos egyenesekkel
Forras: sajat szerkesztés

™.

5. Lagrange feladatok, abrazolasuk és grafikus megoldasuk

A kovetkezokben Osszetettebb feladatokra, ill. azok megoldasaira tériink ra.
Gondolunk itt példaul a jol ismert Lagrange és Kuhn-Tucker altal algebrai
médon megoldott feladataikra, melyek megoldasat grafikus modon fogjuk
szemléltetni. [5].

A kovetkez6kben meghatarozzuk az (x —1)? + (y — 3)2 célfiiggvény
minimumataz x +y < 2; y = x; x = 0; y > 0 feltételek mellett, azaz

P a2 (X TYS2 :
min(x — 1) + (y — 3) { y>x ;x=>20;,y>0. (1)

A feltételek linearitdsa miatt, azok konnyen helyettesithetok egyenesekkel,
illetve félsikokkal, illetve ezek metszetével. A elozd fejezetben bemutatott
lineéris programozas célfiiggvényének egyenesével pedig megkdzelithetd az
igy nyert alakzat maximalis (pl. nyereség), ill. kiadas és koltség minimalis
pontja [5].

Jelen esetben pedig nemlineéris megoldast keresink, ebben a nemlinearis
alakzatok (parabolak, korok) kilsejét (ahogy a mi feladatunkban, lasd 4. abra),
vagy éppen belsejét vizsgaljuk, hogy hol metszik egymast, és a kdzos feltételek
halmazat melyik pontban éri el majd a célfiggvény. Grafikus Uton tehat maris
leolvashatd az optimalis pont (f*(x*,y*),..).

A célfuggvény val6jadban egy kor egyenlete, ahol a sugarat valtoztatva,
koncentrikus korok segitségével a feltételektol fliggben szerkeszthetd meg a
fuggvény minimumhelye. Azaz, ha koncentrikus kdrokkel kozelitlink a sarga
halmazhoz, a megoldas az a pont, ahol elérjik a sarga szinnel jelolt kdzos
halmaz (lasd 4. abra) legkdzelebbi pontjat a kdr kdzéppontjahoz viszonyitva.
igy hasonléan megoldhatd lenne a feladat maximalizalasa is. Hiszen,
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amennyiben elérnénk e haromszdg legtavolabbi pontjat, akkor a maximumot
hataroznank meg.
Ha a grafikus megoldast ellendrizni szeretnénk, akkor az optimumot (max/min)
numerikus médon is meg kell hatarozni, igy gyakorlatilag alapos matematikai
alapokra van sziikségilk a hallgatoknak. Eppen ezért mutatkozik meg
bizonyosfoku hidnyossag, hiszen mar a COVID-19 altal el6idézett virushelyzet
elott is megjelentek tanulasi nehézségek, és (gy Altaldban talan
a matematik&dhoz val6 viszony is romlott. Ebben a tanulményban ramutatunk
arra is, miért kell megtanulni a méasodfok( egyenleteket, az analitikus
geometria egyenleteit és egyenldtlenségeit, a sikok és félsikok metszeteit, €s
mi a jelentdsége egy-egy metszéspontnak. Hiszen végeredményként a legtobb
esetben ez adja meg az optimalis megoldast.
A grafikus abrézolas, ill. a grafikus megoldasok sok esetben mutatkoznak
hatékonynak olyan mddszerekkel is szemben, mint a fokozatos behelyettesités
vagy a simplex. Az (1)-bol elallitott
L=(x-1)2+H-3)2+1(+y—2)+2,(x—-Y)
Lagrange-fuggvény parcialis derivaltjaibol addédé egyenletrendszernek
megoldasa néha grafikus médon egyszeriibben oldhaté meg, mig az algebrai
megoldas bonyolultabb lehet, ahogy ezt itt is lathatjuk:

aL
_ax=2(x_1)+/11+/12=0
daL
—axZZ(X—1)+ Al_ﬂ.zzo

Mx+y—=2)=0
A(x—y)=0
A megoldasa aktiv/inaktiv modszerrel:
1. eset: ha 4, = 0; A, = 0, ebben az esetben azonnal az els6 két egyenletbol
azt kapjuk, hogy
2(x—1)=0;2(y —3) =0, amibdl adédna az x = 1;y = 3 megoldas, de
visszahelyettesitve ellentmond az x +y < 2 feltételnek. Tehat ez nem
elfogadhat6 megoldas.
2.eset:had, =0;4, #0,akkorx —y=0;2(x —1) + 1, = 0;2(y — 3) —
A, = 0. Van harom ismeretlen, és harom egyenlet, amibél az x = 2, y = 2 €s
A, = —2 megoldast kapnank, ami nem teljesiti a feltételeket.
3. eset: hal; #0;1, =0, akkor:
x+y—2=0;
2(x—1)+ 1, =0;
—2(x+1)+4, =0
Ez a megoldas x = 0; y = 2 és 4, = 2 mar megfeleld
4. eset: az A, # 0; A, # 0 esetében a kovetkezd egyenleteket kapjuk:
x+y—2=0;
x—y=0;
2c—1)+2,+ 1, =0;
200 =3)+ 14, — 2, =0
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A megoldas pedig x = 1;y = 1; 1, = 2; 1, = —2, ez ismét nem megfeleld.
Nyilvan a Kuhn-Tucker megoldas az optimalis [0; 2] pont.

Ugy gondoljuk, hogy a grafikus megoldas egyszeribb lehet és akar
helyettesitheti az algebrai mddszert is.

4. abra: A feltételek sarga halmazahoz kozelitink az (1,3) ponthél hizott koncentrikus
korokkel (GeoGebraban)
Forras: sajat szerkesztés
A megoldas mindkét esetben a [0; 2] pont.

6. Eqy térbeli feladat grafikus megoldasa transzponalas segitsegével

A kovetkez6 példaban pedig bemutatjuk a komplementaritas alkalmazasat,
miszerint meg lehet grafikus maodszerrel oldani térbeli feladvanyokat is.
Pedagégusként leginkdbb itt tint fel, hogy milyen sikbeli és térbeli
elképzelések, a feltehetden a diakok tuddsdnak hidnyossagai végett. Talan
ebben segithetne a probléma egyszerli szemléltetése. A kovetkezd példaban a
célfliggvény maximumat keressik, ha a feltételek 2 térbeli sik alatti térrész
kdzos halmaza:
max 2400w, + 3500u, + 3600us, ha {2821 i Zgz i 2852 i gg

A szemléltetés egyszerii, de odafigyelést igényel és feltételezi bizonyos fokig
a kézugyességiinket is (ha nem szamitogéppel oldjak). Mig a sikban a kdz6s
halmaz képzelete egyszerti, a térben mar nehezebben tudunk tajékozdodni. Ezért
is j6, ha a hallgatok megprobaljak fizikailag is elhelyezni a feltételek sikjait a
gazdasagilag értelmezett térrész pozitiv nyolcadaban. Mindezt megprobaltuk
polisztirol lapokkal szemléltetni (5. abra)
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5. abra: A feltételek halmazanak kdzos metszetét az altaluk meghatarozott két sik
alatti térrész adja meg, de nem mindegy, hogy a testet hogyan forgatjuk be a térrészbe,
és a célfliggvény sikjainak a parhuzamosaival kell kézeliteni, parhuzamos sikokkal

Forras: sajat szerkesztés

Az 5. abran lathatd, hogy atlatsz6 félidval kozelitiink a kapott poliéderhez, a
jobboldali abran lathat6 alaplapokon szerkesztett vonalak parhuzamosaival. Ez
még eléggé jol elképzelhetd és kivitelezhetd. Bonyolultabba valik a feladat,
amikor a sikok feletti térrészek kdzos halmazat kell megallapitani, ezt az imént
bemutatott modon, polisztirol lapokkal szeretnénk kivitelezni.
Tekintsiik az alabbi feladatot, ahol egy idegenforgalmi vallalatnak 3 részlege
van, és a miikodtetéseinek a feltételeit, illetve a kiadasait, koltségeit
(f (uq, uy, usz) = 2400w, + 3500u, + 3600u;) minimalizalni szeretnénk. Ezt
két egyenldtlenséggel korlatozzuk (30uy + 70u, + 90u; = 30 és 80u, +
50u, + 40u; > 30) a fenntarthatésag szempontjabol, azaz [5]:

min 2400w, + 3500, + 3600us, ha {282 I ggz I ZgZ; i gg;
uy; =0, u, = 0aug = 0. Ez egy térbeli 3D feladvany, azért is fontos, mert
példaul az idegenforgalmi vallalatok fenntartinak az energiavalsag idején még
jobban oda kell figyelni, hogy példaul télen melyik részleget kell kifliteni, és
melyiket nem éri meg végképpen. Annyit tudunk csupan elddnteni, hogy az
egyes sikokban melyik egyenes van feliil, és a két egyenes feletti térrészr6l van
sz0. A térbeli prébalkozasokkal akar fejleszthetjik a térlatas képessegét is,
melyben altalaban elég rosszul teljesitenek a hallgatok. Ha egy konvex poliéder
a térrész, akkor az eldzd feadat ,lenyomataval” alkotjuk meg a térrészeket,
amelynek a csucsai az extremalis pontok.
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6. abra: A feltételek sikjainak célfliggvény sikjainak a pArhuzamosaival kell kdzeliteni
Forras: sajat szerkesztés

A minimalizalasi feladatban alulrél kozelitlink a fosikkal, a matematika 0j
fejezetei azonban a komplementaritas segitségével mas lehetéséget is kinalnak.
A térbeli f6 feladvanyt (prim fliggvény) egy dual megoldas segitségével
transzponaljuk sikbelivé. Tehat 3D-b6l transzponaljuk 2D-be, majd miutan
megallapitottuk, hogy melyik feltétel nem befolyasolja a prim optimumat,
visszatranszponalunk.
min 2400w, + 3500u, + 3600us;, ha a feltételek

30u; + 70u, + 90u; > 30
{80u1 + 50u, + 40u; > 30

Megkeressuk a feltételek baloldalanak a matrixat, ezt transzponaljuk

30 80
(30 70 90) = a transzponalas utan { 70 50 | majd mindezt megoldjuk
80 50 40 90 40

a dual segitségevel, amikor a feladvanyok eleje és hatulja felcserélédik. Az
el6jelek is felcserélédnek, tehat ami > az < lesz.

30x; + 80x, < 2400
max 30x; + 30x,, ha a feltétel [70x1 +50x, <3500x; >0,x,=>0

90x, + 40x, < 3600
Az elsé feltétel az f egyenes, a masik feltétel a g és a harmadik a h egyenes
segitségével abrazolhato, az egyenesek alatti kozos halmaz pedig csakis az f és
h alatti tertillet. A g egyenes tehat nem befolyasolja a félsikok metszetét, igy
a kettes egyenes un. rejtett értéke nulla. A komplementaritas elve alapjan ezért
aprim feladvany masodik paramétere (u, = 0) kell nulla legyen. De
elsésorban meg kell allapitani a transzponalt feladat optimumat (*). Ha
a fofiiggvény altal meghatarozott parhuzamosokkal kozelitjik meg a harom
feltétel k6zos halmazat, lathatdéan a p egyenes éri el egy pontban ezt a halmazt.
Ez a pont pedig az f és g metszéspontja.
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7. dbra: az f, g, h-val jelzett egyenesek alatti félsikok kozds halmazahoz kézelitiink
parhuzamosan p, r-el
Forras: sajat szerkesztés

30x; + 80x, = 2400

90x, + 40x, = 3600
Az egyenletparos megoldasa xi = 3,2 és x; = 1,8. Behelyettesitve
a célfuggvenybe
f* = 1500 értéket kapunk.
Az ezredforduld utani Gj matematikai fejezetek segitségével tehat megoldhatd
a 3D, hiszen ezt a megoldast visszatranszponaljuk az eredeti feladvanyba azzal,
hogy megéllapitottuk, hogy az u, = 0. a min 2400u, + 3500u, + 3600u;,
ha a feltétel {30u1 + 70u, + 90u; > 30

aate 80w, + 50u, + 40u; > 30

A térbeli feladat redukalodik sikbelivé
min 2400w, + 3600us, ha a feltétel {282 i zgz; ; gg
Ami mér sikeresen megoldhat6 a sikban, ismét a két egyenes (30u; + 90u; =
30; f) és (80u, + 40u; = 30; g) feletti koz0s sikrész meghatarozasaval jon
létre a feltételek értelmezési kdzos halmaza.

22 2 48 s -4 —12 11 b8 —0s —04 -02 o On. O¢ De08 12

8. dbra: Az f,g félsikok koz6s metszetéhez kozelitiink a f6 fliggvénnyel
parhuzamosokkal (p,q)
Forrés: sajat szerkesztés
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Ehhez a halmazhoz kézelitiink alulrél a féegyenessel parhuzamosokkal (p,q),
igy alulrdl elérve akozos halmaz elsé pontjat megkapjuk a prim feladat
optimuméat, ami a minimalis koltséget jelenti. A feladat tényszeriien
megallapitja egy idegenforgalmi vallalatnal, hogy melyik részleget kell és
meddig Uzemeltetni, és melyiket nem kell pl. éppen a flités miatt csak kis
langon temperélva fenntartani, de mindenképpen télire bezarni (a mai
energiaviszonyok mellett egyre inkébb aktuélissa valik ez a téma).

30u; +90u; = 30 (2)

80u, + 40u; = 30 (3)
Mivel akettes egyenes kinullazddik a komplementaritds elve veégett,
a megoldas a f6 feladat (2) és (3) egyeneseinek a metszéspontja. A szamitas
csak megerdsiti az abrabol is leolvashato értékeket, miszerint uj = 0,25au; =
0,25.
A f6 fliggvény minimalizalasanak a megoldasa tehat a behelyettesités utan
(f*): min 2400u, + 3500u, + 3600u; = 2400 * 0,25 + 3500 * 0 + 3600 *
0,25 = 1500, ami megegyezik az el6z6 optimummal.
Ezek a geometriai megoldasok nagyon igényesek, sok esetben igényeltetik
a nagyitas és kicsinyités, valamint roppant érzékeny éppen a f6 fliggvény
iranytényezdjére. Sok esetben pl. hozza is simulhat egy-egy szakasz részhez,
ebben az esetben a megoldas a szakasz 6sszes pontja lehet optimalis megoldas

[5].

7. Feltételes optimalizalasi feladatok megoldasainak szemléltetése

A kovetkez6 feladatban szemléltetjiik egy célfiiggvény és egy feltétel példajat,
max f(x,y) =x+y;g((x,y): x>+ y=1. Ezt a ébran baloldalon van
lerajzolva[9]. Ha a baloldalon levd feladat célfiiggvényét és feltételét
kicseréljuk (f < g), akkor nem parhuzamos egyenesekkel kozelitiink, hanem
parabolakkal, nagyitassal egy konkrét x 4+ y = 5 egyeneshez. A k6zéps6 képen
pedig egy masik feladatban korok nagysagat kereshetjik, ennek a
minf(x,y) = x2 +y2, g(x,y): x + 2y = 4 feladatnak a  szemléletesébdl
kitlinik, hogy az adott egyenes pontjaibdl (pontparbol) mekkora nagysagu
koroket szerkeszthetlink (a kozépsd abra csak egyszerli szemléltetés, nem
pontos abrazolas). A jobboldali dbran pedig azt mutatjuk be, hogy egy kor és
egy félsik kozos halmazdhoz a pozitiv siknegyedben milyen fontos, hogy
megfeleléen és pontosan tudjuk a célfiiggvény irdnytényezdjét. Parhuzamos
egyenesekkel kozelitiink, az abrazolasbol kitinik, hogy pozitiv, vagy negativ-
e az iranytényezd [9].
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| s=(20315)

9. abra: parabolédhoz kozelités parhuzamos egyenesekkel, kdzépen x, y pontbérbdl
alkotott korok, jobboldalon pedig egy kor és parabola (nemlineéris feladat) kdzos
halmazahoz kozelitiink kiilonboz6 iranytényezdji egyenesekkel.
Forras: sajat szerkesztés

8. Befejezes

Az egyetemi példakon keresztiil talan érthetévé valik, milyen sulyos
kovetkezményekkel jar a geometriai hianyossag, a nem megfeleld sikbeli és
térbeli képzelet. Felmérések segitségevel kezdtiik mérni, hogy hogyan és mikor
alakul ki a sikbeli latas, térbeli elképzelés. A felsébb tagozaton az egyszerli
feladatok tovabb fejlesztésével érthetobbé valt rajzzal a maradékos és
maradéknélkili osztas [7]; kozépfokon bizonyosan koénnyebben volt
értelmezhetd a valds és képzetes szamok levezetése az abrakon keresztiil.
Mindebben programok is a segitségtinkre lehetnek (pl. Solid Edge), de a 3D
szemiiveges geometria megértése, rajzolasa is [10]. Foiskolai szinten pedig a
feltételes optimalizalas is lehetséges a geometria segitségével. Nemcsak a
tanaraink, de a hallgatoink is felfedeznek, racsodalkoznak Gjabb és Gjabb
abréazolasi moédszerekre, lehetéségekre. A feladatok megoldhatoak polisztirol
lapok segitségével is, hiszen a sikmetszetek halmaza konnyen kivitelezhetd.
Van aki a GeoGebraban keresteti a megoldast, a 3D GeoGebra parancshianya
azonban ezt még korlatozza. Gyakorlati jelent6sége pedig éppen egy gazdasagi
korridor szemléltetése, ahol a felszinen maradas hataresetei dbrazolandok. A
gazdasdgi matematikdban (monopolista) ¢és a valdszinliségszamitasban
egyarant nyer fokozatosan teret a geometriai szemléltetés. A célunk
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rendithetetlenill az, hogy elésegitsiik a rajzokkal a ralatast az 6sszefliggésekre,
valamint gyakorlati alkalmazasukra, mindezt alatdmasztja a tény, hogy Uj
kihivasok elé nézink. A bemutatott példak konkrét kézgazdasagi problémak
ujszerii, geometriai megoldasait ismertetik. Az eddig altalunk ismert példak
nem tartalmaznak kisebbedd, vagy nagyobbod6 nemlineéris alakzatokat (kor-
gbmb, parabola-paraboloid, ...), amelyek segitségével kozelitiink a feltételek
halmazéahoz.
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