BANHALMI ARPAD*

Statisztikai mutatok elemi tuton

Statistical Indicators in Elementary Way

From the academic year 2004/2005 statistics is a part of the high-school
graduation, so that's why it's important that the primary methods of statistics can be
demonstrated by elementary means. First we are going into the Jensen's
inequality, the special case of which can be shown by comparing of convex ranges
very well. The examination is based on the simple statement that a convex polygon
bounded by chords of a convex function is a subset of the convex range ,over” the
graph of the function. At the statistical examinations the ,notable” means: the
Harmonic, the Geometric, the Arithmetic and the Quadratic mean get an important
rule. It can be stated about each of them that they are special cases of the so-
called Generalized mean. To summarize the relations among the ,notable” means
the examination of the Generalized mean is very convenient. With the help of the
Generalized mean such functions can be defined, the examination of which makes
elementary properties of more statistical indicators outcrop and makes their
relations to each other clear. The examination of two functions — that are
interesting because of their geometric properties — the (x) and the o(x) gives help
for analyzing the median, the population variance and Gini's Coefficient.

A 2004/2005-6s tanévtll kezdve a statisztika az érettségi anyag része, ezért
fontos, hogy elemi eszkozokkel — kapcesolva a kozépiskolas matematika anyag-
hoz — szemléltethetGek legyenek a statisztika f6bb mddszerei.

ElGszor a JENSEN-egyenlGtlenségre tériink ki, aminek a specialis esete igen
j61 szemléltethetd konvex tartomanyok 6sszehasonlitasaval. A vizsgalat azon az
egyszer( megallapitason alapul, hogy egy konvex fliggvény hurjai altal hatarolt
konvex sokszoéglap részhalmaza a fuggvény grafikonja ,feletti” konvex tarto-
manynak.

Definicié: Legyen adva f: R — R konvex fliggvény.
H, = m f(x) < y
y

A Ht ponthalmaz épp az f: R —» R fliggvény grafikonja ,feletti” tartomanyt je-
lenti. Ismeretes, ha f: R - R konvex, akkor a hozza tartozé Hr tartomany kon-
vex. Tehat a Hr tartomany tetszdleges két pontjat osszekotl szakaszt is tartal-
mazza, ami az jelenti, hogy az f: R — R fliggvény grafikonjanak tetszileges
hurjai altal hatarolt sokszéglap is részhalmaza.

Definicio: Legyenek adva a 0 < x1 < x2 < x3< ... <xk valés szamok. Legyen ad-
vaf: R — R, konvex figgvény. Jelolje x = [x1, X2, X3, ..., Xx]*! Ekkor az

X
f(x;)

pontok altal kifeszitett tartomany:

* BGF Kiilkereskedelmi Féiskolai Kar, Matematika—Statisztika Tanszék, f6iskolai tanér-
segéd.
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X (| X k X; k ~
fee ™ {u u ) z‘}” {f(xi)}Oﬂ“ ;Xi =1 }

A most definialt tartomany konvex sokszog, hisz k darab vektor konvex line-
aris kombin4cidja. Mivel az
X
f(Xi)

pontok éppen az f: R — R fuggvény grafikonjanak pontjai, az is elmondhat,
hogy a széban forgé sokszog minden oldala a grafikon egy hurja, tehat a fent
elmondottak alapjan Txrc Hr Legyen a szokasos jeloléssel

_ k
i=1

illetve adott 0 < x1 < x2 < x3 < ... < Xk értékek, és g1, g2, g3, ..., gk nem negativ,

k .k
Zgi =1 sulyok esetén f = Zgi f(x,)! Figyelembe véve, hogy a L‘Z_)] az
in1 i1 X

. ., . X . .
f: R — R fliggvény grafikonjanak egy pontja, az {_} pedig a Txr tartomany egy
f

pontja, az f (g)ﬁ f egyenlétlenség all fenn.
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Ennek alapjan kimondhaté a JENSEN-egyenlGtlenség: Legyenek adva a

0<x1<x2<x3< ... <Xk valés szdmok, és a gi, g2, g3, ..., gk nem negativ sulyok,
k

amikre Z g, =1 teljestil], tovabba f: R —» R, konvex fliggvény. Ekkor

i-1
k k
f[zgi 'Xi) < Zgi A(x;) .
i-1 i1

Specialis fuggvényekre érdemes kiprébalni, hogy a JENSEN-egyenlGtlenség
konkrétan milyen Osszefliiggésre vezet. Ha f(x) = ax + b, akkor a fliggvényre telje-
sill a megkovetelt feltétel: a konvexitas. Erre a fliggvényre az egyenlGség teljesiil,

_ k

hiszen az a-x+b = Zgi -(ax, +b) Osszefliggés tetszbleges a-ra és b-re teljesil (ez
i

a szamtani atlag ismert tulajdonsaga). Ha f(x) = x2, akkor a konvexitas feltétele

szintén teljesil. Erre a fliggvényre alkalmazva az egyenléGtlenséget a

k 2 x
(Zgi‘XiJ Szgi'xiz
i-1 i-1

Osszefliiggést kapjuk. Gyokvonas utan nyilvanvaléva valik, hogy a szamtani és
négyzetes kozepek kozti 6sszefliggéshez jutottunk:

k [x
zgi'xi < zgi'xiz .
i=1 i=1

A statisztikai vizsgalatoknal fontos szerepet kapnak a nevezetes kozepek, a
harmonikus, mértani, szamtani és négyzetes kozepek. Mindegyikrsl allithatd,
hogy az Ugynevezett hatvanykozepek specidlis esetel. A nevezetes kozepek kozti
relacidk o6sszefoglalasara meglehetésen alkalmas a hatvanykozepek vizsgalata.

Definicié: Legyenek adva a 0 <x1 <x2<x3<...<xx nem mind egyenld valds
k

szamok, és a g1, g2, g3, ..., gk pozitiv sulyok, amikre Zgi =1 teljesil. Jeldlje
i=1

X = [xl,xz,xs,...,xk]* és g= [gl,gz,gS,...,gk]*. Ekkor tetszdleges valds x-re
1

k x
[fo -giJ ,hax#0
i=1
Kee@=9""4
1_[Xigi ,hax=0
i=1
az 0 < x1 <x2 < x3<... <xxk értékeknek, a g1, go, g3, ..., gk sulyokhoz tartozé x-edik
hatvanykozepe.
Ha az 0 < x1 <x2 <x3<... <xx értékek és a g1, g2, g3, ..., gk sulyok adottak, ak-

kor egyszerten K(x)-szel jel6ljiik a fuggvényt.
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A K(x) figgvény meghatarozasabdl nem latszik azonnal, hogy a fliggvény meg-
lehetdsen ,szépen” viselkedik.

I. A K(x) fuggvény folytonos

Az x # 0 esetben ez magatél értetdds allitas, hiszen a

k - k - Lo x5,
(Z x;* -gij figgvényt ekvivalensen atalakitva (Z x;" -gij =e* [*:‘ )
i=1 i1
Osszetett fliggvényhez jutunk, ami folytonos. Az x = 0 eset okoz némi gondot. Azt
kell csak belatni, hogy a K(x) fuggvény 0-ban vett hatarértéke 1étezik, és ez meg-
egyezik a fluggvény helyettesitési értékével. Ez pedig a kovetkezl hatarérték ki-
szamitasaval belathatéva valik: lin& K(x) = a fuggvény fenti atalakitasat figye-
X—>

k X
ln(le -&]
i-1 lim

lembe véve =lime = = a hataratmenet elvét alkalmazva = e < = a
x—0

k
ln[ZX,x-g,]
i-1

i

o 0, ,, T o . , .
kitevd egy ,,—” tipusu kritikus hatarérték, amire a L HOSPITAL-szabalyt alkal-

0
k - k
> %" Inx; -g; Y Inx;-g;
EBELYAAAAA, Flk
XX 8 e X 28 .
mazzuk =e = felhasznaljuk, hogy x,” >1 =e = = a logaritmus

o

azonossagai alapjan = Hxig‘ .
i=1

II. A K(x) fliggvény szigorian monoton né
El6szor: n1 > n2 > 0 esetén az f(x) = x™ flggvény konvex a pozitiv valés szamok

n

m o o
halmazén, hiszen f’(x)= L [&—q -x™ >0. Az f(x)=x™ fuaggvényre és
n, \Ng

0<x,™ <x,"™ <x,™ <...<x,™ értékekre alkalmazva a JENSEN-egyenlGtlenséget
kapjuk, hogy

N\
M-
o
HN
e
e
IN
M~
o
[l
T
N —
el

i=1 i=1

Mindkét oldalt 1 -edik hatvanyra emelve
n,
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1 1
k n, k n,
[Zgi 'Xian < (Zgi -xinlj adédik, ami a K(x) fliggvény szigori monoton né-
i=1 i=1

vekedését fejezi ki pozitiv kitevik esetén.

Maésodszor: 0>n2>n1 esetén az f(x)=x™ fliggvény konvex a pozitiv valds
szamok halmazan, hiszen
)
(%) =&-[&—1J-x“2 >0.
n, \n,
Az f(x) = x™ fiiggvényre és 0 < x,™ <x,™ <x,™ <...<x,™ értékekre alkalmaz-
va a JENSEN-egyenléGtlenséget kapjuk, hogy

n

k P n
[Zgi ‘Xinzj < Zgi ’(Xinz)ng .
i1 i

1 k n% k 0,
Mindkét oldalt n—-edik hatvédnyra emelve (Zgi ~Xi“2] > [Zgi -Xf’lj adoé-
1 i=1 i=1
dik, ami a K(x) fliggvény szigori monoton névekedését fejezi ki negativ kitevGk
esetén. Mivel a K(x) fliggvény negativ és pozitiv tartomanyon kiilon-kiloén szigo-
rdan monoton nd, folytonos, tehat szigorian monoton nd az egész értelmezési
tartomanyan.

III. A K(x) fliggvény —o-ben a legkisebb értékhez,
o-ben pedig a legnagyobb értékhez tart.

R

X—>—0 i—2 1

k X
lim K(x) = lim x, ~[g1 + Zgi [ij ] =X, , hasonléan
X—>-© X

1
k-1 x\x
limK(x) = limx, -{gk e (X—J ] =x,
X X i1 Xy
A most bemutatott tulajdonsagokbd6l néhany egyszerd kévetkezményt szlirhe-
tunk le. A K(x) fliggvény a legkisebb és a legnagyobb atlagolandé érték kozott
minden értéket folvesz — pontosan egyszer. A monoton névekedésbdl kovetkezik,
hogy példaul x =-1,0,1,2 értékekre K(-1) < K(0) < K(1) < K(2). Hatarozzuk meg
ezeket a hatvanykozepeket!
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k =
K(-1) = (Z X; -gi] =— ! harmonikus kozép,
i=1 g
12:1: X
k
K(©0) =] [x* geometriai kézép,
i=1

1 k
1 ! p— z . k.. z
X 8| = in -g; szamtani kozép,

i=1

K(1) = (

k
i=1

1

1
k 3 k
K@) = [Z X, -gi] = JinZ -g; négyzetes kozép.
in =

A kozépiskolaban tanult nevezetes kozepek kozti relacid egyszert behelyettesi-
téssel vezethetd vissza a K(x) szigori monoton névekedésére.

2. dbra
Azx1=0,5;x2=2;x3=38;, x4 =4, és
g1 =g82=g3=g4= Y esetén a K(x) grafikonja

A hatvanykozepek segitségével definidlhatéak olyan fliggvények, amiknek a
vizsgalata tobb statisztikai mutatd elemi tulajdonsagainak a felszinre hozatalat,
és az egymashoz valé viszonyat tisztdzza. Egy geometriai tulajdonsagai miatt
érdekes fliggvény, a &(x) vizsgalata a medidn elemzéséhez nyujt segitséget.

376



BANHALMI A.: STATISZTIKAI MUTATOK ELEMI UTON

Definicié: Legyenek adva a 0 <x1<x2<x3<...<xx nem mind egyenld valds

k
szamok, és a g1, g2, g3, ..., gk pozitiv sulyok, amikre Zgi =1 teljestl. Tetsz6leges

i=1

k
valds x-re 3(x) = Zgi -|x -X;
i=1
A §(x) fuggvény megmutatja az x valds szam 0 < x1 < x2 < x3 < ... < Xk értékektdl
vett atlagos eltérését. Meghatarozzuk a fliggvény kifejtett alakjat, és megvizsgal-
juk a tulajdonsagait.

k
Ha 3(x) = Zgi -|x—xi| alakjaban felbontjuk az abszoltutérték-jeleket, a kovet-
i=1

kezét kapjuk:

-x+x ,hax<x,

) (x) = (Zgi/ —1)}(—(221/ —1); ,hax, <x<x,,,

x—-x ,hax, <x

A figgvény, mivel folytonos fliggvények oOsszege, folytonos. A fenti felirasbdl
kitlnik, hogy szakaszonként linearis, esetleg konstans — amennyiben valamilyen
i-re a 2gi—1 = 0. Mivel 2gi'—1 < 2gi+1’'-1, a fliggvény szakaszonkénti meredeksége
szigordan monoton né, a fuggvény konvex. A konvexitds miatt a szélsé értéke
minimum lehet. A minimum helyét a 2gi’'—1 meredekségek elGjelvaltasabdl alla-
pithatjuk meg: ahol 2gi—1 =0 teljesiil, vagy elGjelet valt. Ez 2gi’—1 < 0 < 2gi+1’-1
megoldasahoz vezet. Az egyenlGtlenségrendszert atrendezve kapjuk, hogy
g < % <g,., . Az xi elem, amelyik a g, < % <g,,, tulajdonséggal rendelkezik, a
medidn.

\4

3. dbra
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Eléfordulhat viszont, hogy a &(x) a minimumat nem egy helyen veszi f61, hanem
2gi/ —1=0 esetén egy egész szakaszon. Ilyenkor a szakasz 6sszes pontja teljesiti
a medidannal szemben tdmaszthat6 kovetelményeket — beleértve a végpontokat is.

A

AN

\/

X DMe

4. dbra

A O(x) fuggvény tehat az ismérvértékek szoérdodasardl ad informaciét: ha az
adatok x értékt6l vett abszolut eltérését szamtani kozéppel atlagoljuk, az a
medidn esetén a minimélis.

A 8(x) fuggvény egy masik érdekes tulajdonsiga, hogy a szdérasrél — pontosab-
ban a szdérasnégyzetril — is szemléletes képet ad. A beszinezett teriilet éppen a
szérasnégyzettel egyenld (5. dbra).

N

A

\{

X
5. abra
Ha a grafikon pontjai az y = —x +x 6és y=Xx -x egyenesekhez esnek kozel, ak-
kor kisebb a szdras, ha pedig tavolabb esnek, a széras novekszik.

k
A &(x) definicidjabdl egyszertien adédik, hogy G = Zgi -3(x ;) , ahol a G a GINI-
i=1
féle egytitthatot jeloli. Figyelembe véve, hogy a &(x) konvex, a JENSEN-egyenlGt-
lenséget alkalmazva kapjuk, hogy
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C K
S(X):s(zgi 'XiJS G :Zgi 3(X ;)

Definicié: Legyenek adva a 0 <x1 <x2<x3<...<xx nem mind egyenld valds
K
szamok, és a g1, g2, g3, ..., gk pozitiv silyok, amikre z g, =1 teljestl. Tetszileges
i=1
k
valés x-re o(x)= Zgi(x -x, ).
i1
A o(x) fliiggvény megmutatja az x valds szam 0 < x1 < x2 < x3 < ... < xx értékek-
t6l vett atlagos eltérését, ha négyzetes kozéppel atlagolunk. Meghatarozzuk a
fuggvény kifejtett alakjat, és megvizsgaljuk a tulajdonsagait.

k
Ha G(X) = /Zgi(x —xi)2 alakjaban felbontjuk zardjeleket, a kovetkezbt kapjuk:
i1

o(x) =[x —xJ +o’

A fuggvény folytonos. A fenti felirasbdl kitlnik, hogy nem érzékeny az xi érté-
kekre, egyedil az atlagtél és a szérastol fugg. A fliggvény képe az elemi geomet-
riabdl jél ismert hiperbola, mint ilyen, a fliggvény konvex. A konvexitas miatt a

széls6 értéke minimum lehet. A minimum helyét a G(X): v (X _;)2 +0” alakjabol

kovetkezden, az atlagnal veszi fel (a &x)-szel szemben mindig egyértelmiien). A
minimum értéke megegyezik a szérassal.

8
6
y
4
2
4 2 oj 2 4 6 8 10 12

6. dbra

A hiperbola aszimptétéiaz y = —x+x és y =x—x egyenesek.
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k
A o(x) definiciéjabdl kiolvashaté, hogy ,Zgi .6’(x,) az xi adatok egyméastél
i=1

vett eltérésének négyzetes atlaga. Ez a G GINI-féle egytitthatohoz hasonlit, ami
hasonléan definidalhaté, az alapadatok egymastél vett abszolut eltérésének szdam-

[&

tani atlaga. Kimutathatd, hogy Zgi 02(x;) = x/§~c . Ez arra vilagit ra, hogy a
i=1

széras nem csak mint atlagtél vett atlagos eltérés értelmezhetl, hanem mint az

alapadatok egymastol vett eltérésének az atlaga is.
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