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Hornung Tamás*

A LEGKISEBB MAXIMUM MÓDSZERE

1. BEVEZETÉS

Ismert, hogy egy n+1 helyen adott függvényhez illeszthetı olyan legfeljebb n-edfokú polinom, az
ún. LAGRANGE-féle interpolációs polinom (l. pl. [3], [4], [5]), amelynek grafikonja áthalad mindegyik
megadott grafikonponton. Ennek a polinomnak azonban a kívánatosnál több szélsıértéke lehet. Ilyen-
kor célszerő alacsonyabb fokszámú polinommal végezni az interpolációt.

Ha az illesztendı polinom fokszáma szigorúan kisebb, mint n, akkor grafikonja általában nem
megy át minden megadott grafikonponton. Ekkor a „legközelebb haladó” polinomot keressük. A tá-
volságot szokás az adott helyeken vett eltérések négyzetösszegének négyzetgyökével mérni: ekkor a
legkisebb négyzetek módszeréhez jutunk (l. [4], [5]). Ha azonban a távolságot az adott helyeken szá-
mított legnagyobb (súlyozott) eltéréssel mérjük, akkor az illesztési feladat egy lineáris programozási
feladathoz vezet. Ezt a problémát (egyenlı súlyok esetén) [1] diszkrét CSEBISEV-approximációként
említi. Megjegyezzük, hogy a feladat folytonos változatát, amelyben egy [a,b] intervallum pontjaiban
vett legnagyobb eltérés minimumát keressük, szokás CSEBISEV-approximációnak, legjobb közelítés-
nek, ill. egyenletesen legjobb közelítésnek nevezni (vö. [1], [3], [5]). Ha az alappontok száma elég
nagy, akkor bizonyos feltételek mellett a diszkrét feladat megoldása tekinthetı a folytonos feladat
megoldása közelítésének.

A dolgozatban [2] alapján példát mutatunk arra, hogy az illesztendı polinom fokszámát célszerő
több mint eggyel kisebbre választani, mint az alappontok száma, viszont el szeretnénk érni, hogy az
alappontokban a közelítı polinom értéke a függvényérték adott sugarú környezetébe essék. Felírjuk a
probléma lineáris programozási modelljét. Ennek optimális megoldása meghatározza azt a polinomot,
amelynek az adott helyeken a közelítendı függvényértékektıl mért (súlyozott) eltéréseinek maximu-
ma a legkisebb. Ezért szerepel a címben a legkisebb maximum módszere. A lineáris programozási fe-
ladat duálja módosított normál feladat, és így pl. szimplex módszerrel is megoldhatjuk.

Végül megvizsgáljuk lineáris függvény illesztését úgy, hogy az adott helyeken vett eltérések ma-
ximuma a legkisebb legyen. Ehhez igazoljuk CSEBISEV approximációs tételének (l. [3] 340. oldal, [5]
264. oldal) diszkrét változatát lineáris függvényekre. A tétel megadja az optimum szükséges és elég-
séges feltételét. A szükségességet a probléma geometriai megközelítésével, az elegendıséget a lineáris
programozás elméletébıl ismert ún. komplementaritási tétellel bizonyítjuk. Ezek alapján eljárást
adunk a legjobban közelítı lineáris függvény (geometriai) meghatározására.
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2. EGY FÜGGVÉNYILLESZTÉSI FELADATHOZ VEZET İ PROBLÉMA

Egy kísérlet során (l. [2]) azt vizsgálták, hogy a fény hullámhosszától hogyan függ az a fénysőrő-
ség, amely már elvakítja az érzékelıt pl. éjszakai vezetés közben.

Különbözı hullámhosszokon (420-tól 660-ig 10 nanométerenként) megmérték azt a fénysőrősé-
get, amelyet a tesztalany már zavarónak érzett. Minden kísérleti személy minden hullámhosszon leg-
alább 10 mérést végzett. A kísérletben tízen vettek részt. Így hullámhosszonként minimum 100 mérés
állt rendelkezésre (több esetben ez a szám 300 – 400 is lehetett, mert a kísérletet több menetben haj-
tották végre, és a már mért hullámhosszakat ismét bevették a vizsgálandók közé). Az így kapott érté-
kek alapján minden vizsgált hullámhosszon kiszámították az ún. relatív spektrális érzékenység átlagát,
valamint meghatározták a 0,95 megbízhatósági szinthez tartozó konfidencia intervallumokat. A kapott
eredményeket az ábra mutatja.

Feladatunk, hogy a hullámhossz függvényében lehetıleg egyszerő formulával, pl. polinommal
adjuk meg a függvényértéket.

Ha a 27 alappontban számított átlagos értékekre illesztünk polinomot, az ún. LAGRANGE-féle
interpolációs polinomot, akkor ennek a legfeljebb 26-od fokú polinomnak akár 25 szélsıértéke is
lehet. Ez az ingadozás valószínőleg nem tükrözi az érzékenységi görbe menetét. Ezért célszerő ala-
csonyabb fokszámú polinomot illeszteni. Ha a legkisebb négyzetek módszerével keresünk közelítı

polinomot, elıfordulhat, hogy egyes hullámhosszoknál a konfidencia intervallumon kívülre kerül a
polinom értéke.

Keressünk tehát olyan 26-odfokúnál alacsonyabb fokszámú polinomot, amelynek értéke az
adott hullámhosszoknál a megfelelı konfidencia intervallumon belülre esik feltéve, hogy van ilyen
polinom. A polinom létezése általában nincs biztosítva, emiatt a konfidencia intervallumok hosszát
szorozzuk egy 0µ ≥  számmal, majd keressük µ  minimumát.
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3. LINEÁRIS PROGRAMOZÁSI MODELL

Vizsgáljuk meg a problémát általánosan. Legyen adva az [a, b] intervallumon értelmezett f valós

függvény értéke az ( )0 1 0... , ,n nx x x n a x x b< < < ∈ ≤ ≤N  pontokban:

( ) ( )0,1,...,i if f x i n= = ,

és legyenek adva az 0ir >  számok minden 0,1,...,i n= -re.

Közelítsük az f függvényt a ϕ1, ϕ2 ..., ϕm (m ∈ N+) [a, b]-n értelmezett függvények olyan

( )1 1 2 2 1 2... , ,...,m m mc c c c c cϕ ϕ ϕ ϕ= + + + ∈ R
lineáris kombinációjával, amelyre

( ) [ ],i i i i ix f r f rϕ ∈ − +
minden 0,1,...,i n= -re feltéve, hogy ez lehetséges. Általában azonban ilyen ϕ  függvény létezése

nincs biztosítva. Ezért az intervallumok hosszát szorozzuk egy 0µ ≥  számmal, majd keressük

1 2, ,...,  és mc c c µ  olyan értékét, amelyre µ  minimális. Ha µ  minimuma nem nagyobb 1-nél, akkor a

kívánt tulajdonságú ϕ  függvényt kapjuk. Ha µ  minimuma nagyobb 1-nél, akkor a kívánt tulajdonsá-

gú ϕ  függvény nem létezik, de 1 2, ..., mϕ ϕ ϕ  lineáris kombinációi közül a legjobbhoz jutunk.

A lineáris programozási modell felírásához vezessük be a

( ) ( )0,1,..., ; 1,2,...ij j ix i n j mϕ ϕ= = =
jelölést. A modell változói legyenek a 1 2, ,..., mc c c  elıjelkorlát nélküli és a µ  nem negatív változók.

A feltételek és célfüggvény a következıképpen írhatók fel:

( )
( )

1 1 2 2

1 1 2 2

1 2

... 0,1,...

... 0,1,...

, ,..., , 0

min

i i im m i i

i i im m i i

m

c c c r f i n

c c c r f i n

c c c

ϕ ϕ ϕ µ
ϕ ϕ ϕ µ

µ
µ

+ + + + ≥ =

+ + + − ≤ =
∈ ≥

→

R

A feladatnak nyilvánvalóan van lehetséges megoldása, és célfüggvénye alulról korlátos, azért léte-
zik optimális megoldás.

A modell korlátozó feltételei a

( ) ( )1 1 2 2
1

... 0,1,...i i i im m
i

f c c c i n
r

ϕ ϕ ϕ µ− + + + ≤ =

feltételekkel is megadhatók, ami azt jelenti, hogy az optimális megoldáshoz tartozó ϕ  függvénynek

az 0 1, ,..., nx x x  helyeken az f függvény értékeitıl mért, és 0 11 ,1 ,...,1 nr r r  értékekkel súlyozott elté-

réseinek maximuma a legkisebb. Ha 0 1 ... nr r r= = = , akkor az optimális megoldás meghatározását a

legkisebb maximum módszerének nevezhetjük.
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Az elıjelkorlát nélküli változókhoz tartozó duál feltételek egyenletek, így a duál feladat a

( )0 0 1 1 0 0 1 1

0 0 1 1 0 0 1 1

0 1 0 1

0 0 1 1 0 0 1 1

... ... 0 1,2,...

... ... 1

, ,..., , , ,..., 0

... ... max

j j n j n j j n j n

n n n n

n n

n n n n

u u u v v v j m

r u r u r u r v r v r v

u u u v v v

f u f u f u f v f v f v

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ+ + + − − − − = =

+ + + + + + + ≤
≥

+ + + − − − − →
módosított normál feladat.

A továbbiakban feltesszük, hogy

( ) ( )1 1,2,...,j
j x x j mϕ −= =

,
és így a ϕ  polinom fokszáma legfeljebb 1m− . Ekkor n m<  esetén µ  minimális értéke 0, hiszen a
LAGRANGE-féle interpolációs polinom értékei az alappontokban megegyeznek az f függvény értékei-
vel. Elegendı tehát az n m≥  esettel foglalkozni.

4. LINEÁRIS FÜGGVÉNY ILLESZTÉSE A LEGKISEBB MAXIMUM  MÓDSZERÉVEL

Legyen a korábbi jelölések mellett ( ) ( )1 22, 2, 1,m n x x xϕ ϕ= ≥ = = , és

0 1 ... 1nr r r= = = = . Ekkor az illesztési feladat lineáris programozási modellje:

1 0 2 0

1 1 2 1

1 2

1 0 2 0

1 1 2 1

1 2

1 2

... ... ... ...

... ... ... ...

, , 0

min,

n n

n n

c x c f

c x c f

c x c f

c x c f

c x c f

c x c f

c c

µ
µ

µ
µ
µ

µ
µ
µ

+ + ≥
+ + ≥

+ + ≥
+ − ≤
+ − ≤

+ − ≤
∈ ≥

→

R

duálja:

0 1 0 1

0 0 1 1 0 0 1 1

0 1 0 1

0 1 0 1

0 0 1 1 0 0 1 1

... ... 0

... ... 0

... ... 1

, ,..., , , ,..., 0

... ... max

n n

n n n n

n n

n n

n n n n

u u u v v v

x u x u x u x v x v x v

u u u v v v

u u u v v v

f u f u f u f v f v f v

+ + + − − − − =
+ + + − − − − =
+ + + + + + + ≤

≥

+ + + − − − − →

A feladat geometriai jelentése a következı. Adottak a síkbeli koordináta rendszerben a

( ) ( ) ( )0 0 0 1 1 1, , , , ... , ,n n nP x f P x f P x f  pontok ( )0 1 ... nx x x< < < . Keressük azokat a 1 2,c c ∈ R

értékeket, illetve az általuk meghatározott 2 1y c x c= +  egyenlető e egyenest, és azt a 0µ ≥  értéke-

ket, melyekre, minden iP  pont az 2 1y c x c µ= + −  és az 2 1y c x c µ= + +  egyenlető 1e  és 2e  közé

esnek, továbbá µ  minimális.
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Ha 0 1, , ... , nP P P  egy egyenesre esnek, akkor µ  minimális értéke 0, a keresett e egyenes az adott

pontok egyenese.

Tegyük fel ezután, hogy 0 1, , ... , nP P P  nem esnek egy egyenesre. Jelöljük a pontok konvex burkát

K-val. Nyilvánvaló, hogy az 1e  és az 2e  egyenesek párhuzamos támasz-egyenesei K-nak, vagyis az

adott pontok 1e  és 2e  közé esnek úgy, hogy közülük legalább egy-egy pont illeszkedik a két egyenes-

re. Világos, hogy K két olyan párhuzamos támaszegyenesét kell megtalálni, amelyeket a legrövidebb y
tengely irányú eltolás visz egymásba. Most megadjuk ennek szükséges és elégséges feltételét. Téte-
lünk tulajdonképpen a Csebisev-féle approximációs tétel diszkrét változata lineáris függvényekre.

Tétel. A nem egy egyenesre esı ( ) ( ) ( )0 0 0 1 1 1, , , , ... , ,n n nP x f P x f P x f  pontok K konvex burká-

nak két párhuzamos támaszegyenesét akkor és csak akkor viszi át egymásba a legrövidebb y tengely
irányú eltolás, ha van a pontok között olyan iP , kP , amelyik az egyik és olyan jP , amelyik a másik

támaszegyenesre illeszkedik, és i j kx x x< < .

Bizonyítás. Elegendıség. Tegyük fel, hogy léteznek a mondott tulajdonságú iP , kP  és jP  pontok.

Ha iP , kP  a felsı, jP  az alsó támaszegyenesen van, akkor behelyettesítéssel  ellenırizhetı, hogy

1
,   ha   

2
1

,   ha   1
,   ha   2

2
0,     különben

0,                  különben

k j

k i

i j
l l

i k

x x
l i

x x

x x l j
u l k v

x x

−
⋅ = −

 − = = ⋅ = = − 



a duál feladat lehetséges megoldása (az i j kx x x< <  feltétel a nemnegativitást biztosítja). A tá-

maszegyenesek egyenlete alapján számított 1 2,c c  és µ  értékek a primál feladat lehetséges megoldá-

sát adják. Figyelembe véve, hogy iP , kP  és jP  melyik támaszegyenesre illeszkedik, a komplementa-

ritási tétel alapján kapjuk, hogy optimális megoldásokhoz jutottunk.

Ha iP , kP , az alsó jP  a felsı támaszegyenesen van, akkor az elegendıség hasonlóan igazolható,

ha az lu  és lv  változók értékei felcseréljük.

Szükségesség. Indirekt módon tegyük fel, hogy a két párhuzamos támaszegyenesen nincs a mon-
dott tulajdonságú iP , kP  és jP  pont. Ekkor van olyan iP  és jP , melyekre ix  az adott pontok közül

az egyik egyenesre illeszkedık abszcisszáinak maximuma, jx  az adott pontok közül a  másik egye-

nesre illeszkedık abszcisszáinak minimuma, és i jx x< .

Ha iP , a felsı, jP  az alsó támaszegyenesen van, akkor iP  és jP  körül a rájuk illeszkedı támasz-

egyeneseket elég kicsi, de ugyanakkora szöggel elforgathatjuk negatív irányban úgy, hogy ismét pár-
huzamos támaszegyeneseket kapjunk, de ezeket már rövidebb y tengely irányú eltolás viszi át egy-
másba.
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Ha iP , az alsó, jP  a felsı támaszegyenesen van akkor pozitív irányú forgatással csökkenthetjük

az eltolás hosszát.

Így a kiindulási helyzethez nem tartozhatott a legrövidebb eltolás.

Ezzel a tételt bizonyítottuk

Figyeljük meg, hogy a tétel alapján algoritmust adhatunk az optimális megoldás meghatározására:
1. Induljunk ki K egy oldal egyenesébıl, és határozzuk meg a vele párhuzamos támaszegyenest.
2. A tétel feltétele alapján döntsük el, hogy a legrövidebb y tengely irányú eltolás viszi-e át ıket

egymásba. Ha nem, a 3., ha igen, 4. lépés következik.
3. A szükségesség igazolásánál leírt forgatással csökkentsük az eltolás mértékét. A forgatáshoz olyan

szöget válasszunk, hogy az egyik támaszegyenes K egy újabb oldal egyenesébe menjen át, amelyre
az 1. lépésnél folytatjuk az eljárást.

4. A kapott támaszegyenesek távolságát felezı párhuzamos a feladat optimális megoldását szolgál-
tatja.

Az eljárás véges, mert K-nak véges sok oldala van, és minden lépésben a korábbiaktól különbözı
oldal egyenesét kapjuk, mivel a támaszegyeneseket egymásba vivı y tengely irányú eltolás mértéke
csökken.
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