Dr. Zibolen Endre’
EGY GAZDASAGI ,MATHEMATICA” MODELLROL

Az elbadas egy szokasos egydzéizgazdasagi mikromodellt mutat be, a MATHEMATICA
név most az egyik legkorsZdab szimbolikus és numerikus matematikai szamitasok ebsége
egyarant alkalmas, a Windows platformon is elérhetdomanyos szoftvert fémjelzi. &z6r a
modellel kapcsolatos kdzgazdasagi és matematikai tudhkivaimertetésére, majd az alkalmazott
(szamitégépes) szamitasi eljarasok kozlésére, véglldaliregy szoftveres megvaldsitasara kerl
sor. Ezt a modellt és a hozza hasonlokat a diakok sitiddjak, akar csak agy is, hogy érzé-
kenységvizsgalatot végeznek példaul kilogbparaméterek illetve fliggvényspecifikaciok mellett.
Amennyiben lehéiség kinalkozna a targyalandéhoz hasonl6 modellek oktat&sbi#ré hasonld
bemutataséara, ugy élent a kordbbi tanulmanyokbdl nem ismert kézgazdasagi liekde lenne
érdemes attekinteni, majd masodikként a minimaliséailkssmes algoritmusok és numerikus méd-
szerek megismerésére lenne célszerhangsulyt helyezni. Talan felfedezhetnénk annakhe-le
téségét is, hogy a kdzgazdasagtan tanitasdbansadastvizsga alapu rendszert a gyakorlat-papir
alapu rendszer esetleg szinesithesse. Ez szeresgetéen kivalthatna a didkoknak még a koréb-
bindl is nagyobb kreativ aktivitasat, akar a modellek gyemgsék felfedésében, idedlis esetben
akar a modellek strukturajanak modositasaban is.

A modell a mikrobkonémia parcidlis piaci egyensulyaval foglakagtféle joszagra vonatkozé-
an. Ebszor abrazoljuk a EONTIEFféle fuggvenyt és a @BB-DOUGLAS féle figgvényt 3 dimenzio-
ban, illetve e figgvények szintvonalait konkrét paraméteretéesmegkeressik a vasarlé maximalis
.hasznat” (megelégedettségét) koltség korlat mellettdrdhjazoljuk a jészagokra adddéd keresleti
fuggvényeket a megfeleparaméter értékek lagzdtésével.

Tekintslik a két joszagra vonatkoAd X, X,) = min(a,x, a,Xx,) LEONTIEFfliggvényt, ahola, és
a, paraméterek, mig és X, a joszagakbol elfogyasztott mennyiségeket jelolik. Abrazatiztka
figgvényta, =a, =1 mellett a0< x;, <1, 0< x, <1 tartoméanyon!

Az el MATHEMATICA inputként vigyuk be as, =1 kifejezést ENTERREL, majd aa, =1 ki-
fejezést SHIFT-ENTERREL zéarva le. Eredményul az alabbi inputok és outmiddkak:

IN[1]:= al=1
a2=1

out[1]= 1

out2]= 1

Definiéljuk a LEONTIEFfliggvényt az aldbbiak szerint Leontief néven!
IN[3]:= Leontief = Min[al x1, a2 x2 ]
Out[3]= Min[x1, x2]

" BGF Kiilkereskedelmi &iskolai Kar, Médszertani Intézeti Tanszéki Osztéjskolai docens.
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Abrazoljuk a LEONTIEFfiiggvényt a0 < x, <1, 0< x, <1 tartomanyon!
In[4]:= Plot3D[Leontief, {x1,0,1}, {x2,0,1}]

Az eredmény az. abranlathato.
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Out[4]= SurfaceGraphicsl( abrg
Abréazoljuk a [EONTIERfliggvény szintvonalait, azaz a fogyaszté kozombodsségi dbrbéi

In[5]:= ContourPlot[Leontief, {x1, 0, 1}, {x2,0,2}]
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Out[5]= ContourGraphics2. abrg
Abrazoljuk most azx”x,”# Cobb-Douglas fiiggvényt és szintvonalgit= 0,7 -re!
In[6]:=  Clear[x1, x2, a;

p=0.7,

CD =x1" p x2N1- p);
Plot3D[CD, {x1, 0, 1}, {x2, 0, 1}]
ContourPlot[CD, {x1 ,0, 1}, {x2, 0, 1}]
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SurfaceGraphics 3( abrg Out[6]= ContourGraphics 4( abrg

Keressiik a vasarlé maximalis ,hasznat” (megelégedet)sdgbat azu = x,” le'p maximumat
piX: +p2X = mkoltség korlat mellett, ahob, p,, p,, M pozitiv paraméterek, tovabba 0.< 1!

Mivel u és log() egyszerre veszi fel a maximuméat, bevezethetjidgavaltozot, illetvebct:
In[7]:=  logu= pLog[x1]+(1-  p)Log[x2];
In[8]:= bc =m — (pl x1 +p2 x2);

Képezziik a megfelélLAGRANGE-fliggvényt (= = az egyeddég jele, az = az értékadase lesz):
In[9]:=  eqL=L==logu+ Abc
Out[9]= L ==(m-plxi-p2x2) A+ plog[xl]+(1- pLog[x2]
Tegyuk ad- LAGRANGE-fliggvény elérendi parcialis derivaltjait nullaval egyeiué!
In[10]:=  focl = D[eqL, x1]
foc2 = D[eqL, x2]
Foc3 = D[eqL, A]

out23l= 0==-pli+2

x1
Out[24]= 0==- p24 + 1-p

X2
Out[25]= O==m- plxi- p2x2
Keressik meg lgu és igy ezzel egyuttal adehetséges maximumbhelyeit:
In[11]:=  Solve[{foc1, foc2, foc3}, {x1, x2, A
Out[11]= HA IERN IR m'”‘p}}
m pl p2

Abréazoljuk azx1, x2 keresleti fuggvényeket a=0,7 és m=9,1 paraméterérték lagdtéssel a
0,001<x1, x2<0,1 intervallumon! Azy = ™° 6sszefiiggésh plzLT adodik.
pl X
In[12]:=  p1= pm/xi;
Plot[pl /. { p-07,m 0.1},
{x1, 0.01, 0.1},
AxesLabel - {x1",,p1"},
PlotLabel - X1 keresleti grafikonja’]
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pl x1 keresleti grafikenja
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Out[12]= Graphics . abrg
. . , . R p m- m—-pom
Hasonl6an ad6dhat a masik keresleti gorbe abrdas m=mp -bsl p2 = &
In[13]:=  p2=(m- pm)/x2;
Plot[p2 /. { p -07,m -0.1},
{x2, 0.01, 0.1},
AxesLabel - {x2",,p2",
PlotLabel - X2 keresleti grafikonja’]
P2 32 keresleti grafikenja
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Out[13]= Graphics 6. abrg

A kovetkeBkben megkeressiik a joszagokatadlito cég maximalis profitjat adott fajtaja tech-
nolégia és adott egységaru input és output mellethekrredményeként megkaphato lesz ad els
j6szag kinalati figgvényének inverze is, valamint a munkaslatidiiggvénye is, és természetesen
e fuggvények abrazolasara is sor kerl.

A cég profitjat arzr= px, — WL 0sszefliggés irja le, ahola felhasznalt munkaty ennek az egy-
segarat jeloli. A cegq =TL" joszagot allit &, aholT ésb technolégiai paraméterek. A munkats,

tél fliggd profit:
In[14]:= pi=plTLb-wlL;

Har maximalis, akkor -nek az. szerinti derivaltja nulla. Oldjuk meg dzre nézve!
In[15]:=  Solve[D[pi, L]= =0, L]

oupsi= {{ L . [bgv”]*i“}}
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igy maximum esetén :(b w j_m . A 1 maximalis értékét ugy kaphatnank meg, hogy az
OpldT

értékét behelyettesitjuk &= p,x, — WL képletbe az alabbi helyettesitésekhez hasonléan! (A maxi-

malis profithoz tartozé6 munkat jeldljeempl, a j6szagmennyiségetmpxl)
In[16]:=  tempL = L /. %[[1]]

Out[16]= [ w j‘“b

bplT
In[17]:=  tempx1 =T tempL"b

1 b
out[17]= ( w ]'“b

bplT

Fejezzik ki a maximumhoz tartopd-et a maximumhoz tartozd-gyel és abrazoljuk!
In[18]:=  egxl = x1 == tempx1;
plotx1 =Solve[eqgx1,pl]

1 1-b

x1 \b
Out[18]= T

(TSR

Abrazoljuk azx1j6szag kinalati fliggvényét!
In[19]:=  temppl = pl /. Plotx1[[1]];
Plot[temppl /. {b -04,T -1,w - 100},
{x1, 0.01, 0.1},
AxesLabel - {x1",,p1",
PlotLabel - X1 kinalati gorbéje”]
pl ¥l kinalati gdreéje
8 L

=1
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Out[19]= Graphics 7. abrg
Hasonloképpen allithatjuk@&h munka keresleti gorbéjét!
In[20]:=  eqgL =L = =tempL;

plotL = Solve[eqL, w];

tempw = w /. plotL[[1]]

Plot[tempw /. {b -04,T -1, pl -1}

{L, 0.01, 0.1},
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AxesLabel - {"L", "w"},
PlotLabel - "Munka keresleti gorbéje"]

bL™ pIT
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Out[20]= Graphics 8. abrg

Az elbzéek alapjan a piaci egyensuly feltételét a kétfékeresleti- és kinalati — egységar eggeél

tételével kapjuk meg, ahonnan kinyefthetdz el$ j6szadg mennyiségének és az egységarnak az egyen-
sulyi értékei is. Az utdbbiak konkrét szamértékeit megkapja az 6sszes paraméterértéket céiemea
korabbiakkal 6sszhangban rogzitjuk. Természeteg@srag, egységar egyensulyi értékpérjai grafikusan
is meghatarozhatéak, amennyiben éblelemlitett keresleti és kindlati fliggvények gdrbgonos koor-
dinatarendszerben az &iszagmennyiség egy adott intervalluman abrazoljuk

Térjunk &t a piaci egyensuly vizsgalatara!
Vezessuk be axl keresleti- és kinalati korabban meghatérozott fliggvényeit pidselyettpld

illetve plsnéven!

In[21]:=  pld= pm/xl;
pls =w ((x1/T)N1/Db))1-b))/ (b T);

Oldjuk meg gpld=plspiaci egyensulyi feltétektl-re nézve!
In[22]:=  equilx1 = Solve[pld = = p1s, x1]

{ T ey b}
bmo

Szamitsuk kpldbdl az egyensulykl-nek megfeled equilplegyensulyi arat!
In[23]:=  equilpl = p1d /. equilx1[[1]]

~1/b, \P
out[23]= (Tb W]

Hatarozzuk meg az egyensulyi mennyiséget és agati{xtet, equilptet) konkrét paraméterér-

tékek mellett 4 =0,7;m=0,1; T=1; b=0,4; w=1000)!
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equilpl
Out[24]= {{x—0.0379198}
1.84601

A szbban forg6 paraméterértékek mellett Abrazoljpkdésplskeresleti- és kinalati gorbéket!
In[25]:=  Plot[{p1d, pls},

{x1, 0.01, 0.1},

AxesLabel - {"x1","p1'},

PlotLabel - "x1 piaca"]

pl x1 placa

x1

0.02  0.04  0.06  0.08 0.1
Out[25]= Graphics 9. abrg

Végezzink el egy komparativ statikai gyakorlatol, #echnolégiai paraméter értékeinek valtoz-
tatdsaivalT=1; T=1,1; T=1,2 mellett abrazoljuk p1d plskeresleti és kinalati gorbéket!
In[26]:=  Plot[Evaluate[Table[{p1d, p1s},{T,1,1.2,0.1}]],
{x1, 0.01, 0.1},
AxesLabel - {"x1","p1"},
PlotLabel - "x1 piaca"]
pl x1 placa

0.02  0.04 0.06 0.08 0.1
Out[26]= Graphics 10. abrg

A jobboldali kinalati fel§ gorbe T=1-nek, a k6zép3=1,1-nek, a fels T=1,2-nek felel meg.

Végezzink hasonlé kisérletet, de most a keresleti fliggyemgegosztasi paraméterét valtoztas-
suk igy: p=0,5; p=0,7; p=0,9.
In[27]:=  Plot[Evaluate[Table[{p1d,pls}{ p,0.5,0.9,0.2}]],
{x1, 0.01, 0.1},
AxesLabel - {"x1","p1"},
PlotLabel - "x1 piaca"]
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Pl x1 piaca

=1
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Out[27]= Graphics {1. abrg

Lezarasul elvégezzik ugyanazt a &ett kordbbi komparativ statikai gyakorlatofT=1; T=1,1;
T=1,2 —, de eredményll most animaciot kapunk, ahol az allandé baloldaliagitlokeresleti gor-
béé, a felfele mozgd jobbholdali gérbepss kindlati gorbéé. Az il ndvekedésének ndvekedése
felel meg.

IN[28]:=  Table[Plot[{p1ld ,pls }, {x1,0.01,0.1},

PlotRange - {0,8},
AxesLabel -{"x1", "p1"},
PlotLabel - "x1 piaca"]{T,1,1.2,0.1} ]

pl x1 piaca
8

0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
Out[28]= Graphics {2. abrg

A harom emelkedl plskinalati gérbe kdzll az animacioé soratiszbr a jobb als6é gdrbe jelenik
meg, majd ennek helyébe lép a koZgpenit végul a legfetsvalt le.

Bizva a hasznossagban, kielégiteadsajat érdekbést, a szamitasok, abrazolasok tovabbi harom
programmal is elkészlltek. MATHEMATICA programmal verseibgés a BGF-n tobb karon megtalal-
haté Maple, illetve a tbbb karon ismert — nem szolgaltatasiban igémytéle az adott esetben is elég-
séges szinvonalon alkalmazhaté magyar riiyedilondsen egyszéen kezelhét Derive programmal
valamint a Maple-h6z hasonlé, rendkivil rugalmas szerkesztéshdéggel rendelkézMathCAD-
del. Helye lehet a gazdasagi modellezés megfedzliletein még az Excel, Matlab, GAMS (vagy a
LINDO), Duali, Access, GAUSS, Eview programoknak is. NATHEMATICA -nak, Maple-nek és a
MathCad-nek, tovabba a Derive-nakéetorban a szimbolikus szamitadsokban és az abrazolasban jut-
hat szerep, a Matlabna&lég a vektor-matrix szamitasoknal illetve nagymiéfetadatok megoldasa-
nal stb.)
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Az elbadas DwvID A. KENDRICK (University of Texas) egy internetes — jelenleg mar nemaiozz
férheth — kozlése alapjan készllt és a Maple, Derive és MathCADrarogal készitett valtozata az
alabbi internet-cimen megtekinttietvww.freeweb.hu/ecomat.

Most megadjuk aMATHEMATICA -s megoldas Maple-s megfalgvel kapott legfontosabb rész-
eredményeit az outputok altaldnos elnyomasaval. Helykimélési célb&tészaporitast elkeriletd
az abrakat, illetve a magyarazé szévegeket nem kozoljukedében csak az abr&éaTHEMATICA -
beli megfelatjikre utalunk réviden.
> S T R R
> # 1.1 Leontief figgvény #
> S T R R
> restart: al:=1: a2:=1: Leontyev:=min(al*x1,a2*x2):

plot3d(Leontyev,x1=0..1,x2=0..1); with(plots):
contourplot(Leontyev,x1=0..1,x2=0..1 filled=true) :
(Lasdl. abraés2. abra)

> HHHH T T R
> # 1.2 Cobb-Douglas fuggvény #
> HHHH T R
> restart: x1:='x1": x2:="x2": rho:="rho": rh0:=0.7:
CD:=x1"rho*x2(1-rho): plot3d(CD,x1=0..1,x2=0..1) ;
with(plots):contourplot(CD,x1=0..1,x2=0..1 filled =true);
(Lasd3. abraés4. abra)

> HHHHHHHHHHHHHHHH A HHHHE

> # 3. Fogyaszt6i elmélet maxu=x"%, 7, m-px—pX =0 #
> HHHHHH R R HHH#
> restart: rho:="rho": logu:=rho*log(x1)+(1-rho)*log( X2):

bc:=m-(p1*x1+p2*x2): eqL:=L=logu+lambda*bc:
focl:=diff(eqL,x1): foc2:=diff(eqL,x2):
foc3:=diff(eqL,lambda):

solve({focl,foc2,foc3},{x1,x2,lambda}); #szlksége s feltétel:
Xl - m , X2 - —M , /1 = i
pl p2 m
{x1 = rho*m/p1l, x2 = -m*(-1+rho)/p2, lambda = 1/m }
> pl:=solve(xl=rho*m/p1,pl): pl:=subs(rho=0.7,m=0.1,p 1):

plot(p1,x1=0.01..0.1 title="Demand curve for x1",
tittefont=[TIMES,BOLD, 15],labels=["x1","p1"],
labelfont=[TIMES,ITALIC,13]);
(L&sd5. bra)
> p2:=solve(x2=(m-m*rho)/p2,p2): p2:=subs(rho=0.7,m=0 .1,p2):
plot(p2,x2=0.01..0.1,title="Demand curve for x2",
tittefont=[TIMES,BOLD, 15],labels=["x2","p2"],
labelfont=[TIMES,ITALIC,13]);
(L&sd6. &bra)

> HHHHHHHHH R R R

> # 3. Termelési elmélet maxr=px -wL, x=TL #
> HHH AR R R R R
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> restart: pi:=p1*T*L"b-w*L: tempL:=solve(diff(pi,L)=
# szUkséges feltétel:
In[ pl\;b)}

b-1

tempL=e

> tempL:=simplify(tempL): tempx1:=T*tempL”b: eql:=x1=

plotpl:=simplify(solve(eql,pl)):

plotpl:=subs(b=0.4,T=1,w=100,plotpl):

plot(plotp1,x1=0.01..0.1,tittle="Supply curve for

titlefont=[TIMES,BOLD,15],labels=["x1","p1"],

labelfont=[TIMES,ITALIC,13]);

(Lasd7. abra)

> eqL:=L=tempL: plotL:=simplify(solve(eqL,w)):
plotL:=subs(b=0.4,T=1,p1=1,plotL):
plot(plotL,L=0.01..0.1,title="Labor demand curve"
titlefont=[TIMES,BOLD,15],labels=["L","w"],
labelfont=[TIMES,ITALIC,13));
(L&sd8. &bra)

> HHHHH R

> # 3. Piaci egyensuly pld = pls #

> B R

> restart: pld:=rho*m/x1; pls:=w*(((xL/T)(1/b))(1-b
equilxl:=simplify(solve(pld=pls,x1));
equilpl:=simplify(subs(x1=equilx1,pld));#kereslet

_pm
1d:= 2",
T

1) (1-b)

Sl

1s:=
P bT

> equilxl:=simplify(solve(pld=pls,x1)):
equilpl:=simplify(subs(x1=equilx1,pld)): rho:=0.7
T:=1: b:=0.4: w:=100: equilxl; equilpl;
# Egyensulyi x1 (keresleti), egyensulyi ar :
.03791955329
1.846013308
> plot({pld,pls},x1=0.01..0.1 title="x1 piaca",
titlefont=[TIMES,BOLD,15],labels=["x1","p1"],
labelfont=[TIMES,ITALIC,13]);
(Lasd9. abra)

> restart: with(plots): p1d:=rho*m/x1:
pls:=w*(((x1/T)N1/b))1-b))/(b*T): rho:=0.7: m:
b:=0.4: w:=100:
abral:=plot({subs(T=1,p1d),subs(T=1,p1s)},x1=0.01
titte="Market for x1 a T paraméter figgvényében",
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o.L);

tempx1:

x1",

NI(b*T);

, kinalat :

:m:=0.1:

=0.1:

0.1,
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titlefont=[TIMES,BOLD,15],labels=["x1","p1d-p1s"] ,
labelfont=[TIMES,ITALIC,13]):
abra2:=plot({subs(T=1.1,p1d),subs(T=1.1,p1s)}, x1 =0.01..0.1,
title="x1 piaca a T paraméterfliggvényében",
titlefont=[TIMES,BOLD,15],labels=["x1","p1d-p1s"] ,
labelfont=[TIMES,ITALIC,13]):
abra3:=plot({subs(T=1.2,p1d),subs(T=1.2,p1s)}x1= 0.01..0.1,
titte="x1 piaca a T paraméter fliggvényében",
titlefont=[TIMES,BOLD,15],labels=["x1","p1d-p1s"] ,
labelfont=[TIMES,ITALIC,13]):
display({abral,abra2,abra3});

(Lasd10. &bra)

Animaljuk al10. 4bragorbéit a T mint id fliggvényében:
> display({abral,abra2,abra3},insequence=true);

Ertelemszeien az ez abrahoz jutunk, amin a kinalati gérbék alulrél felfidgnak mozogni.
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