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Osszefoglalis: Attekintjiik a gazdasigi matematika tantargyban a valtozis mérésére
szolgalod fogalmakat. Megfeleltetjiikk a gazdasagtanban és a matematikaban hasznalt
elnevezéseket. Példakon at elemezziik az elaszticitds fogalmat, és a matematika
tananyagon til megvizsgaljuk az aranyos, progressziv, illetve degressziv ndvekedés
geometriai jelentését.

Kulesszavak: hatarkoltség, elaszticitds, proporcionalis novekedés, progressziv és
degressziv ndvekedés

Abstract: We survey the mathematical terms expressing the change of functions, and
compare them with the terms used in economics. We reflect on elasticity, and,
furthering the content of mathematics curriculum, we describe proportional,
progressive and degressive growth and their geometry through examples.

Keywords: marginal cost, elasticity, proportional growth, progressive and degressive
growth

1. A valtozas jellemzésére szolgalo alapvetd fogalmak

Az egyszerli targyalas érdekében a  gazdasagi  fliggvénylinket
koltségfiiggvénynek fogjuk nevezni. A valtozd6 a termék mennyisége.
Foltessziik, hogy a koltség fiiggvény ndvekvo, azaz tobb termék eldallitasa
nagyobb koltséggel jar. Bar mind a termék mennyisége, mind a koltség
altalaban egész szamokként jelenik meg, foltételezziik, hogy a koltség
fliggvény folytonos, so6t, ahol sziikséges, differencidlhato. Ha « jeloli a termelt
mennyiséget, a koltség fliggvény szokasos alakja c(x)=c, + C, (x),ahol

C, =C(0) az allandé koltség, G (x) pedig a valtozd koltség. Feltevésiink

szerint C konstans, CV monoton novekvo fliggvények [3], [5].

1.1. Hatarkoltség, atlagkoltség

Ha a termelés X-r6l y -ra valtozik, a novekedés mértéke C(y) — C(x). A
kozgazdasdgtanban a hatarkoltség a kibocsatds Ujabb  egységének
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eldallitasahoz sziikséges tobbletkoltség [3]. Latjuk, hogy a hatarkoltség az egy
hosszl intervallumhoz tartozé ndvekedés mértéke.

C(y)-C(x)

A hanyados ————— az dtlagos novekedési rata az[x, y] intervallumon
y—Xx
[4]. A matematikdban differencia hanyadosnak hivjuk. Rogzitett X mellett y
valtozoval differencia hanyados fliggvénynek nevezzik [1], [2]. A
C(x)
X b

kozgazdasagtanban az dtlagkoltség az 6sszkoltség/kibocsatas [3], azaz

ami csak akkor felel meg a [O, x] intervallumon értelmezett atlagos novekedési

ratanak, ha az allando koltséget 0-nak tekinthetjiik.

Az Xtermelési szinthez tartozo pillanatnyi névekedési rata a differencia
hanyados fiiggvény, az atlagos novekedési rata hatarértéke (ha létezik), midon

Yy tart az X-hez [4]:
Yo y—x

(1)

Matematikaban ezt a koltség fliggvény Xtermeléshez tartozd derivaltjanak
nevezzik. C’(x) nem negativ, mivel a koltség fliggvény szigortian novekvo.

Emlékezzlink, hogy a pillanatnyi novekedési rata X-nél a koltség fliggvény
grafja (x,C(X))-beli érintdjének a meredeksége. Bdséges szemléltetd abra
anyag talalhato [1] és [2]-ben.

Masként mondva, a termelés egy egységgel valdo novelése C'(x) egységnyi

novekedést vonna maga utan, ha a novekedési rata kozben valtozatlan
maradna.

Latjuk tehat, hogy sok féle fogalom haszndlatos a valtozas mérésére. A
hallgatoknak nehézséget jelenthet, hogy a kiilonb6z0 koézgazdasagi é€s
matematikai iskoldk gyakran més — mas kifejezést hasznalnak ugyan arra a
fogalomra, s6t a marginalis kifejezést néha hatarnak, néha hatarértéknek
értelmezik. Az irodalom helyes értelmezéséhez tajékozottnak kellene lenni
ezen fogalmak tekintetében.

2. Koltség elaszticitas
Sajnos, a pillanatnyi ndvekedési rata értéke fligg a mértékegységtol, amivel a

koltséget, vagy a kibocsatast kifejezziik. Nézziik a kovetkezo példat: Tegytik
fel, hogy a koltség fliggvényiink

384



Néhany szo a valtozas mérésérdl kozgazdasagtanban

C(x)=1000000+ 5x (2)

ahol x a legyartott jatékok szdma, az alland6 koltség 1000000 USD hetente.
C'(x)=5 flggetleniil a termelés nagysagatol. Ha a koltséget Eurdban

szamitjuk, az arfolyam pedig 1 Euro = 1,6 USD (12 éve ez volt a helyzet),
akkor az uj koltség fiiggvény

C (x)=1000000- 4+ 510 . 3)
16 16

new

A marginalis koltség fliggvény most is konstans C’  (x)= f_O =3.125.

ew

Szeretnénk egy olyan fogalmat a valtozas mértékének jellemzésére, ami
fiiggetlen a mértékegységektol.

A koltség elaszticitas X termelési szintnél a koltség szézalékos novekedését
kozeliti egy szazalékos termelés ndvekedés esetén [5]. Amikor a termelés X-

) . . CO)=CH) o ,
r6l y -ra valtozik, a koltség ————— -szor 100 szédzalékkal, mig a
C(x)

termelés 2~ % -szor 100 szazalékkal.

X
Ezeket a hanyadosokat hasonlitjuk 6ssze. Legyen

c-Ce
() = lim— -0 — @
X

EC(X) a koltség elaszticitds Xtermelési szinten [2], [4]. Ha C(x)

differencialhat6, akkor az EC(X)-et definidl6 hatarérték 1étezik, és teljesiil

X

E(x)=C(x) o

©)

Latjuk, hogy EC(X) sem lehet negativ. Az elaszticitds mar fliggetlen a
mértékegységektdl hiszen USD/USD, darab/darab miatt nincs dimenzioja.
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A fenti példaban a két kiilonb6z6 formula ugyan azt az elaszticitas fliggvényt
adja:
Sx

Eo(x)=— % ]
(™) = 1000000+ 5% (6)
10
mig E. (x)= SEX _ 5x -
Crow .
1ooooooig+512x 1000000 + 5x

3. A proporcionalis, progressziv és degressziv novekedés
geometriaja

3.1. Aranyos, arany alatti és arany folotti novekedés

Azt mondjuk, hogy X, termelésnél a koltség ndovekedés
- arany alatti, vagy degressziv, ha 0< Ec(xo) <1,
- aranyos, vagy proporcionalis, ha Ec(xo) =1 s

- arany feletti, vagy progressziv, ha 1<EC(XO). [5]

Altalaban az érdekel minket, hogy hogyan valtozik a koltség fiiggvény egy
adott intervallumon. Azt mondjuk, hogy a koltség fiiggvény novekedése

progressziv az intervallumon, ha 1<EC(XO) az intervallum minden pontjaban.
Nézziik a kovetkez6 példakat!

a) Haakoltség fliggvény linedris és nincs allando koltség, azaz C(x) = ax

valamely 0<a szdmmal, akkorE .(x)=a X _ barmely termelési
ax

szintnél, azaz C(x) = ax mindeniitt proporciondlisan novekszik.

b) Ha a koltség fliggvény linearis, pozitiv allandé koltséggel, azaz
C(X)ZCE)+CDC’ 0<C6,d’ akkor
X

ax
0<E.(x)=a Coran = C i <1 .Teljesiilnek tovabba:

_E.(0)=0,
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- E(®nsvekszik, mivel derivaltja (E, (x)) = % pozitiy,
) +ax

- imE, (x)=1.

Mas szoval, az ilyen tipust koltség fliggvény elaszticitdsa nullatol
egyig novekszik.

Ax)=C,+ax ndvekedése arany alatti.

¢) Egy exponencialis koltség fiiggvény C(x)=Ce™, 0 < p,

progressziven novekszik elég nagy termelésnél:
w X 1
E.(x)=pCe” — = DX jezért 1<E.(x) ha 1<px, azaz —<X.
Ge p
1
Konkrét szamokkal: C(x)=1000e'® , p = ﬁ progressziven

novekszik 100 termelési szint folott, és degressziven 100 alatt.
d) Egy logaritmikus koltség fiiggvény Ax)=In(¢’x)=c+Inx 0<x,
0 < ¢ degressziv elég nagy termelésnél:

E=t—* -
¢ xc+Ilnx In(ex)

(8)

ha 1<In(€x). A feltétel teljesiil, ha ¢ <x. Konkrét szamokkal
legyen

C(x)=5+Inx. Ebben az esetben C(0) nincs definidlva. C(x)
degressziv, ha

Xnagyobb mint ¢ = 61_4, azaz gyakorlatilag mindeniitt.

3.2 Konstans elaszticitas

Milyen koltség fiiggvényeknek konstans az elaszticitasa? Tegyiik fol, hogy

EC(X) =P valamely p pozitiv szammal. Az elaszticitas formuldja szerint
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Ec(x)=C'<x)$=p. 9)

Ez egy egyszerli differencidlegyenlet a hallgatok szdmara is hozzaférhetd
egyszerti megoldassal. Alakitsuk at

CH_ 1

) —P; (10)

formara és vegyiik mindkét oldal primitiv fiiggvényét! InC(x) = plnx+ K,
ahol K tetszbéleges konstans. Ekvivalensen x)=¢ ek = e X Jeldlje az

¢* konstanst (. Ekkor C(x)=Cx”, 0<x, 0<C,.

Eredményiink szerint egy koltség fliggvény konstans p elaszticitdsu egy
intervallumon pontosan akkor, ha konstansszorosa a p hatvany fiiggvénynek
az adott intervallumon. Specialisan, a koltség fiiggvény pontosan akkor

proporciondlis ndvekedési, ha Ax) =COX az intervallumon ( p =1 eset).

3.3 Az elaszticitas geometriaja

értelmezni a fogalmakat. Ezért, ha adott egy koltség fiiggvény gréfja,
szeretnénk tudni ranézésre megmondani, hogy a novekedés progressziv-e adott
X termelésnél.

! X .
El kell donteniink, hogy fonnall-e 1<C (X)m, avagy teljesiil-e
X

€ < C'(x)? Egy feldl a pillanatnyi ndvekedési rata C'(x) a C(x) koltség
x

fiiggvény grafjahoz az(x,C(x)) pontban hiizhato érinté meredeksége. Més

C(x)
x

Osszekoti az origdval (azaz az atlag koltség). Ezt a két meredekséget kell
Osszehasonlitanunk.

részrol annak az egyenesnek a meredeksége, ami az (x, C(x)) pontot

Ha az érint6 (x,C(x)) -nél meredekebb, mint az (x, C(x)) vektor, akkor a

koltség progressziven ndvekszik, mint az 1. abra exponencialis fiiggvénye
estében. Zold a fiiggvény grafja, piros az érintd, és a kék a szeld.
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5

=

b

1. abra

Ha a vektor meredekebb, akkor a novekedés degressziv, mint a 2. abra

logaritmikus fiiggvénye esetében.

proporcionalis.

Kiilonben a novekedés lokalisan

2. abra

Masképp is megfogalmazhatjuk ezt a kritériumot. Ha az érintd a Descartes féle
koordinata rendszer fiiggdleges tengelyét pozitiv értéknél metszi, akkor az
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adott termelésnél a kdltség degressziven ndvekszik. Ha az érintd az y tengelyt
negativ értéknél metszi, akkor a koltség lokalisan progressziven, illetve, ha az
érintd az origdn megy at, akkor proporcionalisan novekszik.

4. Osszefoglalva,
gordiilékenyebbé teszi az orat, ha tisztdzzuk a fogalmakat. Az elaszticitasra
vonatkozo6 gondolatok pedig szinesithetik a tehetséggondozas anyagat.
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