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Abstract: In this study the authors dive into the connection of the means (in the n =2
case) by using illustrative proofs.
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1. Bevezetés

A nevezetes kdzepeknek nagyon sok fontos alkalmazasi teriiletiik van, kit{ind
lehetdségeket kinalnak a kiilonféle témakorok elokészitésére (pl. szélsdeértek-
feladatok, statisztikai jellemzOk stb.). A mar meglévd ismereteinket
felhasznalva, célszerli tovabb gyarapitani és szinesiteni, mind a nevezetes
kozepek skaldjat, mind pedig a geometriai szemléltetést is. Konnyen ¢és
»egyszerliien” targyalhatok a kozepeknek (az n =2 esetben) az alabbiakban
bemutatasra keriild szemléletes (geometriai) megjelenitése.

Legyen @,beR", a<bh. Ekkor a két szam

2 2ab
harmonikus kozepe (Cl > ) 1 1 4+b
J— _I_ —
a
— mértani (geometriai) kdzepe G(a, b) = \/E)
a+b

— szamtani (aritmetikai) kdzepe Aa,b)=
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2 2
— négyzetes (kvadratikus) kdzepe N(a,b)=,/% ;b
2,72
a +b
- kontraharmonikus kozepe C(a, b) = "
a

2. Nevezetes kozepek kozotti osszefiiggések
1. allitas

H(a,b)<G(a,b)< A(a,b)< N(a,b)< C(a,b).
Bizonyitas

A bizonyitas soran egy-egy (specialis) négyzet ,,feldarabolasat” hasznaljuk
fel [1], [2].

a) Tekintsiink egy egységoldalu négyzetet, €s daraboljuk fel az dbra szerint

(1. &bra):
_b_
_ | atb _
_a
b a+b
a+b
_b_
—a a+b
a+b
- _b_ _a_ -
a+b a+b
Forras: [1] és [2] alapjan sajat szerkesztés
1. abra
Ekkor —4 4 b 1

a+b a+b:

A négyzet teriilete (T = 12) nagyobb vagy egyenld, mint a négy
besatirozott téglalap teriiletének osszege.
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P2>4._9 b
 a+b a+b
272
1> 4ab2 ab> 4ab2
(a+b) (a+b)
b > 2ab
a+b

Tehat G(a,b)> H(a,b)

b) Tekintsiink egy a + b oldalu négyzetet, és daraboljuk fel az dbra szerint
(2. abra):

b | a |

Forras: [1] és [2] alapjan sajat szerkesztés

2. dbra

A négyzet teriilete (T =(a +b)2) nagyobb vagy egyenld, mint a négy
besatirozott téglalap teriiletének osszege.

(a+b)* >4ab

la+b)
4

a;b > \Jab . Tehat A(a,b)>G(a,b)

>ab
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c) Tekintsiink egy a + b oldali négyzetet, és daraboljuk fel az abra szerint
(3. abra):

b a |

Forras: [1] és [2] alapjan sajat szerkesztés

3. abra

A két-két a, illetve b oldalhosszusagi kis négyzetek teriileteinek (a* és b>

Osszege nagyobb vagy egyenld, mint az eredeti négyzet teriilete (T =(a +b)2

24 +2b* >(a+by

2a* +2b° S (a+b)
4 4

/az +b? > a+b
2 2

Tehat N(a,b)> 4(a,b)

d) Tekintsiink egy egységoldalu négyzetet, €s daraboljuk fel az dbra szerint
(4. abra):
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_a_ _b_
B a+b a+b B
_a
a+b b
a+b
_b_
a+b _a_
a+b
a _b_ _a_ \ ;
a+b a+b

Forras: [1] és [2] alapjan sajat szerkesztés
4. abra

Ekkor — % 4 b =
a+b a+b

A két-két, —% illetve
a+b a+b

1

oldalhossziisagl kis négyzetek teriileteinek

0sszege nagyobb vagy egyenld, mint az eredeti négyzet teriilete (T =12).
Tehat

a Y p Y
z.( j +z.( j .t
a+b a+b

a2+b221 - (az+bz)22az+b2
e @+by 2

a’+b’ a’+b’
> . Tehat c(a,b)> N(a,b
a+b 2 (@.5)2 N{a.b)

Konnyen belathato, hogy (mindegyik esetben) az egyenldség akkor all fenn,
haa=>.

(Az 1. allitas bizonyitdsa sordn négy, vizudlisan egymastol ,,alig eltérd” abrat
hasznaltunk fel, és ,,csupan” egyes szakaszokhoz rendeltiink mas-mas értéket.)
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2. allitas
H(a,b)<G(a,b)< A(a,b)< N(a,b)< C(a,b),ha a#b

Bizonyitas

2 2 2 2
Azt kel belatnunk, hogy > <\/E<“;b<1/“ ;b P

a+b a+b

Legyen PK =a, QK =b, ahol b<a. Legyen az 4 pont a PQ szakasz
felezopontja. A PQ szakasz Thalész-korének és az AK szakasz Thalész-
korének (egyik) metszéspontja legyen a G pont, mig a G pontbol a PK-ra
allitott merdleges talppontja a H pont. (5. abra)

Forras: [1] és [2] alapjan sajat szerkesztés

5. abra

Mivel a PQ szakasz hossza a — b, ezért az AG és AQ szakasz (a PQ szakasz

Thalész-korének sugarai) hossza <= b . fgy az AK szakasz hossza
AK = AQ + OK = “;b+b= ";b.
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Az AGK derékszogli haromszdgben alkalmazva a Pitagorasz-tételt:

2 2
GK® = AK® — AG® =(“+bj _(“‘bj _ 43’) — b, ahonnan GK=+/ab

2 2

Az AGK derékszogli haromszdgben alkalmazva a befogo tételt:
GK’ _ab  2ab
AK  a+b a+b’
2
PQ szakasz Thalész-korét a PK-ra A pontban allitott meréleges N pontban
metszi (a G és N pontok a PK egyeneshez viszonyitva kiilonbozd félsikban

vannak). Az NK-ra N pontban allitott merdleges a PK-t C pontban metszi. (6.
abra)

GK > = HK - AK , ahonnan HK =

Forras: [1] és [2] alapjan sajat szerkesztés

6. abra

Az AN szakasz ugyancsak a PQ szakasz Thalész-korének sugara, ezért hossza
a->b
S
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Az NAK derékszogli haromszogben alkalmazva a Pitagorasz-tételt:

2 AL 2 2 2 2
NK2=AK2+AN2=(a;bj +(a bj =2a +2b _4 erb , ahonnan

2 4
2 1.2
NK=a+b.
\ 2

Az CNK derékszogli haromszdgben alkalmazva a befogo tételt:

a’ +b*
NK® 5t 4b?
NK? = AK - CK , ahonnan CK = = =
AK a+b a+b
2

Felhasznaljuk azt a (kdzismert) tényt, hogy a deré¢kszogli haromszog atfogoja
nagyobb, mint a (barmely) befogdja. Igy a GHK haromszdgben a HK kisebb,
mint a GK. Az AGK haromszogben a GK kisebb, mint az AK. Tovabba az NAK
haromszogben az AK kisebb, mint az NK, illetve a CNK haromszdgben az NK
kisebb, mint a CK.

Mindezeket figyelembe véve, konnyen belathato, hogy
HK < GK < AK < NK < CK ,azaz

2ab a+b a’+b> a4’ +b?
<+ab < <1/ <
a+b 2 2 a+b

(Természetesen a szerkesztések soran ,,megoldhatd”, hogy a G és N pontok a
PK egyeneshez viszonyitva azonos félsikba keriiljenek, de a ,jobb
attekinthetoség” érdekében célszeri a fentiekben vazoltak alapjan
szemléltetni).

3. Lehmer-kozép

Erdekes ,,megfigyelést” tehetiink, ha a szerkesztéseket ,.folytatjuk” a PK
egyenes altal meghatarozott félsikokban.

A ,felsé” félsikban: a PQ szakasz Thalész-korének és az AK szakasz Thalész-
korének (egyik) metszéspontjat jelolje most a G, pont, miga G, pontbol a PK-
ra allitott merdleges talppontjat pedig a H, pont. A PQ szakasz Thalész-
korének és az i Kk szakasz Thalész-korének (egyik) metszéspontjaa G, pont.
A G, pontbol a PK-ra allitott merdleges talppontja a 7 , pont stb.
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Az ,als6” félsikban: PQ szakasz Thalész-korét a PK-ra A pontban allitott
merdleges N, pontban metszi. Az N K -ra N, pontban allitott merdleges a

PK-t ¢, pontban metszi. A PQ szakasz Thalész-korét a PK-ra ¢, pontban
allitott mer6leges N, pontban metszi. Az N,k -ra N, pontban allitott
merdleges a PK-t ¢, pontban metszi stb. (7. abra)

Forras: [1] és [2] alapjan sajat szerkesztés

7. abra

A 2. allitas bizonyitasaban leirtakhoz hasonlé gondolatmenettel (a megfeleld
derékszogli haromszogekben a Pitagorasz-tétel, illetve a befogo tétel
alkalmazasaval vagy koordindtageometriai eszk6zOk felhasznalaséval), a
kovetkez6 eredményekhez jutunk:

2ab  a° +b° abla+b) a'+b"
HIK: = 7 -1 HZK: 2 2 T o -2
a+b a +b a +b a“ - +b
2 2 2 2 3 3
C1K=a +b :a1+b1 C2K2a2+b2
a+b a +b a” +b

237



Nevezetes kozepek kozotti 0sszefliggésekrdl szemléltetéssel

a+b a +b'
2 a"+b”’

szam (a és b) Lehmer-kozepének specialis (egész paraméteril) eseteit adjak (ha

a és b pozitiv valds szamok és p valds szam, akkor az a és b szamok p

Figyelembe véve, hogy AK= a kapott eredmények a két

pHl ptl
paraméterti Lehmer-kdzepe L (Cl, b) =————).(8. dbra)
i a’ +b”
Gl
G
° 2
[ )
Lz Li LU [ ] ® \a
P @ . L 1 L_z Q b K
®
.
N
Z Nl
Forras: [1] és [2] alapjan sajat szerkesztés
8. abra

Bebizonyithatd, hogy az el6zéekben megismertek alapjan a ,,megadott”
szerkesztési  ,.eljards”  segitségével  altalanosan is  megadhatdk
(megszerkeszthetdk) az a és b (pozitiv valds) szdmok egész paraméterii
Lehmer-kozepei, éspedig

a—n+l + b—n+1

n

an+1 + bn+l

HnK:L—n(a’b): n bn
a +

— CK=L,(a,b)=
a'"+b

(neN)
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Osszegzés

Ha egy matematikai problémara szép, szemléletes bizonyitast (is) lehet adni,
akkor ezt a lehetdséget nem szabad elmulasztanunk. A szemléletességet
altalaban eléggé fontosnak és alapvetdnek ismerik el a gondolkozéssal
kapcsolatban. Ismert tény, hogy a konkrét példdk, a gyakorlati tapasztalatok
fontos szerepet jatszanak mind a fogalmak kialakitasdban, mind pedig az
ismeretek tartdés rogziilésében. A megértés a fogalmi megragadas
természetébdl kifolydan a lényegre iranyul. Ha az ismereteket nem csupan
verbalisan adjuk &t, hanem a vizudlis tapasztalatok megszerzésére is
lehetdséget teremtiink, akkor a hallgatok egyfel6l jobban megértik és
megjegyzik az 1j ismereteket, masrészt pedig divergens gondolkodasra is
»késztetjiik o6ket” [3]. Mindezeket figyelembe véve, a megfeleld
szemléltetések nem csak a megértésben, hanem az ismeretek rendszerezésében
is sokat segithetnek.

Egészen ,kiilondsnek™ tlinhet, hogy a gondolkozasnak az elvonatkoztatisra
vonatkoz6 ,,miiveletét” a geometria keretein beliil szeretnénk ,,megvalositani”.
Alaposabb megfontolds utan azonban azt is be kell latnunk, hogy sok esetben
a ,,geometriai allitdsok”, illetve a ,,dolgok geometrizalasa” tulajdonképpen
nem is mas, mint egy végrehajtott, kovetkezetes elvonatkoztatas eredménye.
fgy pedig az elvonatkoztatas és a geometriai ,,leegyszeriisités”, megszerkesztés
kozott Iényeges Osszefliggés van.

A tanulmanyban — a nevezetes kozepek példajan keresztiil — igyekeztiink
bemutatni a képi reprezentacio jelentdségét, szemléletes bizonyitdsokon
keresztlil (melyekhez kapcsoloddan természetesen sziikségesek az egzakt
formalis levezetések is).

A kozepekkel ,,vald foglalkozas”, azért is fontos , mert szdmos ,,fontos és
érdekes” alkalmazasi teriilet adhato meg. Néhany példa (a teljesség igénye
nélkiil): szdmtani és mértani kozepekkel definidlt sorozatok bizonyos elliptikus
integralokhoz konvergalnak, a kozepekkel definialt sorozatok segitségével
kozelitések adhatok meg, példaul a logaritmus, a négyzetgyok, illetve a ©
értekére stb.
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