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Osszefoglalas: Amikor a szamossagok alapjait oktatjuk egyetemen, a Hilbert-hotel és
a vele kapcsolatos feladatok érdekes és inspiralo szinfoltot jelentenek mindig a
hallgatoknak. Ezt szeretnénk kiegésziteni néhany sajat gyartasu uj tipusu feladattal,
melyek a hotel triikkds atépitéseivel kapcsolatosak, és melyek megoldasa tovabb
mélyitheti a hallgatok érdeklddését a téma irant.
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Abstract: When teaching the bases of cardinalities at university, Hilbert-hotel and
related exercises always mean an interesting and inspiring movement for students.
Now we are going to extend those with some self-made exercises which related to the
reconstruction of hotel, and by solving them, it can deepen the interest of the students
on the subject.
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1. Bevezetés

Az 1900-ban megrendezett nemzetk6zi matematikai konferencidn plenaris
eldadasaban David Hilbert a kovetkez6t mondta: ,,Senki sem iizhet ki
benniinket abbol a paradicsombol, melyet Cantor teremtett szamunkra”. Erre
jo oka volt. Ugyanis a kb. 25 évvel korabban George Cantor altal alapitott
halmazelméletet nagyon sok tamadas érte. Sokan szamiizni akartak a
halmazelméletet a matematikabol, st még a gondolatatdl is irtéoztak a
halmazelméleti gondolkoddsmodnak és mind attél, amit a halmazelmélet ujat
hozott a matematikéba.

Itt  természetesen  halmazelméleten = nem azt értjuk, amit
altalanos/kozépiskolaban szoktak. Meglepd modon, amit ott halmazelméleten
értenek Cantor vizsgalatainak melléktermékeként keletkezett, s6t korabban is
1étezett mar, habar messze nem ennyire letisztult forméaban, formalizmusban,
mint Cantorndl. Cantor egy nagyon uUjszerii mérést vezetett be (végtelen)
halmazok méretének mérésére, Osszehasonlitdsara. Ez a mérés meglepd
dolgokat mutatott végtelen halmazokra, olyanokat is, melyek jelentésen
ellentmondani latszottak az intuicidonak, korabbi elképzeléseknek. Pl. kidertilt,
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hogy ez alapjan a mérés alapjan vannak kiilonboz6 végtelenek, aztan
eléfordulhat, hogy a rész ugyanakkora, mint az egész, pl. egy rovid szakaszon
ugyanannyi pont van, mint egy hosszabbon, st az egész egyenesen. Vagy van
olyan halmaz, aminek O a hossza, de annyi pont van rajta, mint a
szamegyenesen. Cantor kortdsainak jo része ezek miatt sem tudta elfogadni az
aktualis végtelen fogalmat és a vele jar6 furcsasagokat.

Nem kis részben emiatt alkotta meg Hilbert a rdla elnevezett hotelt, ily moédon
1s népszertsiteni akarvan Cantor kiilonleges gondolatait.

1.1. A Hilbert-hotel

Cikkiink témdja nem a Hilbert hotellel kapcsolatos alapfeladatok, de a jobb
érthetdség kedvéért roviden ismertetjiik a legfontosabbakat. Ebben a bevezetd
részben csak nagyon vazlatosan indokolunk meg mindent, részletesebb
bizonyitasok [1]-ben, illetve [2]-ben talalhatok.

Eldszor is mi a Hilbert-hotel: Egy végtelen széalloda. Konkrétan egy olyan
szalloda, melynek szobai a természetes szamokkal vannak megszdmozva,
vagyis minden természetes szamnak megfelel egy szoba. Megjegyezziik, hogy
az itt felmerlild szamossagot megszamlalhatéan végtelen szdmossagnak
hivjuk.

forras: https://slideplayer.com/slide/13345755/

Az alap kérdések azzal kapcsolatosak, hogy egy telthdzas ilyen szallodaba
hany 01j vendéget lehet még elhelyezni, mert elsére meglepé modon lehet, sot
egészen ,,sokat” is.

Innentdl feltételezziik, hogy a szélloda minden szobdjaban van vendég.

e Egyetlen 1ij vendég érkezik. Ot igy lehet elhelyezni példaul, ha eldszor
minden vendéget kikoltoztetiink a szobajabol, majd pedig mindenkit
vissza, de eggyel nagyobb sorszamu szobaba, mint ahol eredetileg volt.
fgy felszabadul az 1-es szoba és minden korabbi vendégnek is lesz
helye.
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forras: https://intuitivescienceblog. wordpress.com/2017/03/10/hilberts-paradox-of-grand-
hotel/

Egy millié 0j vendég érkezik. Az el6z6 moddszert kovetjik azzal a
kiilonbséggel, hogy a korabbi lakdkat az egy millioval nagyobb
sorszamu szobaba koltoztetjiik, mint ahol eredetileg voltak.

Végtelen sok 1j vendég érkezik, annyi ahany természetes szam van. Itt
megoldas lehet az, hogy minden vendéget kikoltdztetiink a szobajabol,
majd pedig mindenkit vissza, de kétszer nagyobb sorszamu szobaba,
mint ahol eredetileg volt. Igy felszabadul minden pératlan sorszamu
szoba ¢és oda az Gjonnan érkezett vendégeket elhelyezhetjiik.
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forras: https://intuitivescienceblog. wordpress.com/2017/03/10/hilberts-paradox-of-grand-
hotel/

Végtelen sok busz érkezik, mindegyikben végtelen sok 1) vendéggel.
Mind a buszok, mind az egyes buszokon beliil az utasok a természetes
szamokkal vannak megindexelve. Itt példaul a Cantor-t6l szarmazé
atlos eljaras vezethet célra, melyet mellékeliink.
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1. busz 910.
2. busz 8910

3. busz 78910

4. busz 678910..
5. busz 5678910..
6. busz 345678910..
7.busz: ¥Y2345678910 ...

forras: https://hu.wikipedia.org/wiki/Hilbert_Grand Hotel-paradoxonja

Annyi ) vendég érkezik, ahany pont a [0,1] szakaszon van. Azt is
mondhatnank, hogy minden j vendégnek van egy sorszama, de ez nem
(pozitiv) egész szam, hanem egy [0,1] intervallumbeli érték. Itt be lehet
latni, hogy ennyi vendéget mar nem lehet elhelyezni egy iires
szalloddban sem. Ez nem azt jelenti, hogy eddig az emberiségnek nem
sikeriilt ezt megoldani, hanem hogy egzakt bizonyitdsunk van arra,
hogy ez lehetetlen, soha senkinek sem fog sikeriilni.

Vézlatosan: Cantor eredeti bizonyitasa indirekt megy és a szdmok
tizedes tort felirasat hasznalja.
Megjegyezziikk, hogy az itt felmeriild szamossdgot kontinuum
szamossagnak hivjuk.

A hallgatok ezen példdkat latva gyakorta ,,panaszkodnak™ arro6l, hogy ,.ez
ellentmond a jozan észnek”, hogy ,folyamatosan azt érzem, hogy ez nem lehet
igaz”. Itt fontos lehet megnyugtatni a hallgatdkat, hogy az érzéseik teljesen
rendben vannak. Viszont azért érzik, amit éreznek, mert 6k (mint mindenki)
véges halmazokon ,szocializdlodott”, vagyis véges halmazokon, véges
szallodakon vannak csak tapasztalataik. Ez viszont nem ilyen, ezért nem
varhatjuk, hogy pontosan tigy miitkodjon és nem is ugy mukdodik.

2. Hilbert-hotel atépités verzioi — A feladatok

A kovetkezd tipusu kérdéseket vizsgaljuk. A Hilbert-hotelt kiilonb6z6
modokon atépitjiikk, pontosabban bovitjiik és azt kérdezzik, hogy mely
esetekben kapunk nagyobb hotelt az eredetinél. A vizsgalt esetek a
kovetkezok:

1. Az 1-es szoba helyére egy komplett Hilbert-hotelt épitiink.

2. Barmely két szoba koz¢ épitiink egy 01j szobat.

3. Barmely két szoba koz¢é épitiink egy komplett Hilbert-hotelt.
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A sik minden pozitiv egész koordinataji pontjaba (is) tesziink egy szobat.
A 2-es 1épést végtelen sokaig folytatjuk.

A 3-as [épést végtelen sokdig folytatjuk.

A 4-es 1épést végtelen sokaig folytatjuk (a dimenziot novelve).

Egy végtelen dimenzids tér minden pozitiv egész koordinatdji pontjaba
teszilink egy szobat (végtelen sok koordinatas vektorral irhat6 le egy szoba
»szama”, melynek értékei pozitiv egészek).

O NN bk

Két megjegyzés az 5-0s, 6-0s, 7-es feladatokhoz:

o Ugy értve a végtelen sokaig folytatast, hogy minden masodpercben
egyszer végrehajtjuk a 2-es (3-as, 4-es) 1épést és ezt végtelen sok
masodpercig folytatjuk.

e Miutan egy szoba megépiilt, mar nem bantjuk! Erre azért fontos felhivni a
figyelmet, mert konnyen gy tlinhet, mintha ezekben a feladatokban
folyamatosan valtozna a szoba allomany, nem is lennének stabil szobak.
De ez nem igy van, minden lépésben Uj szobak jonnek Ilétre, a
korabbiakhoz nem kell ,,nyulunk”.

Azonnal felmertl a kérdés, hogy hogy értjiik a nagyobbat. Mitél nagyobb egy
végtelen hotel egy masik végtelen hotelnal? Legegyszeriibb moddon
gondolhatunk a vendégek atkoltdztethetdségére, vagyis azt mondjuk, hogy egy
H hotel nagyobb, mint egy K hotel, ha egy teli K hotel minden vendége
elhelyezhetd az (iires) H hotelbe, de forditva nem, avagy egy teli H hotel 6sszes
lakéja bizonyithatoan nem helyezhetd el semmilyen modon egy (lires) K
hotelbe.

Akkor most vizsgaljuk meg az eseteket kiilon-kiilon, hogy mikor kapunk
nagyobb hotelt az eredeti Hilbert-hotelnél.
1. Az 1-es szoba helyére egy komplett Hilbert-hotelt épitiink.
Konnyen lathatdé médon ennek az 0 hotelnek annyi szobdja lesz, mint
ahany egész szam van. Vagy gondolhatunk tgy is ré4, hogy ez 2 Hilbert-
hotel (diszjunkt) unidja, az egyik az 01j részleg, a masik a régi szobai 2-t6l
kezdédden. Két Hilbert-hotel pedig pont akkora, mint egy, ahogy
korabban mar lattuk abban az esetben, amikor egy busznyi Uj vendég
érkezett egy telthazas hotelbe.
2. Barmely két szoba koz¢é épitiink egy 0j szobat.
fgy sem kapunk nagyobbat, mert a szobéakat sorozatba tudjuk rendezni: 6
szoba, régi szoba, 0] szoba, régi szoba stb. alapjan, igy az j vendégeit
konnyedén elhelyezhetjiik a régibe.
3. Barmely két szoba koz¢ épitiink egy komplett Hilbert-hotelt.
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Ez az eset megfeleltethetd annak a korabbinak, amikor végtelen sok busz
utasait igyekeztiink elhelyezni. Konkrétan mindegyik 0j részleg (két régi
szoba kozotti) felfoghatd, mint egy ,,busz”.

4. Ha a sik minden pozitiv egész koordinatdju pontjaba (is) tesziink egy
szobat.

Ez is felfoghatl igy, mint amikor végtelen sok busznyi vendég érkezett,
vagyis nem kapunk igy sem nagyobbat. Azok az 10j szobdk, melyek
masodik koordinataja n, azonosithat6 az n. busszal.

5. A 2-es Iépést végtelen sokaig folytatjuk.

Ahogy a 2-es feladatnal mar belattuk, ez minden 1épésben ,,csak’ Hilbert-
hotelnyi 0j szobat gyart. fgy ismét visszavezethetjiik ezt az esetet is a
végtelen sok busszal érkezd vendégek esetére.

6. A 3-as Iépést végtelen sokaig folytatjuk.

Minden Iépésben természetes szamnyi ,,szoba-koz” lesz ¢s mindegyikbe
szintén természetes szdmnyi Uj szobat tesziink, vagyis minden Iépésben
,»csak” Hilbert-hotelnyi 0j szoba keletkezik. Természetes szamnyi 1épés
van, igy az 0ssz szobaszam sem nd meg, pont annyi lesz, mint egy eredeti
Hilbert-hotelban.

7. A 4-es Iépést végtelen sokaig folytatjuk (a dimenzidt novelve).

Amikor n dimenziorol Iépiink n+1 dimenzidra, akkor az utolso (1)
koordinata értékei alapjan végtelen sok csoportba sorolhatjuk az ebben a
1épésben keletkezett szobdkat. De mindegyik csoport akkora, mint a
korabbi 1épésben kapott, vagyis teljes indukcioval lathato, hogy minden n-
re ,,csak” Hilbert-hotelnyi 1) szobat képziink. Mivel természetes szamnyi
n van, ezért az 6ssz szobaszam is Hilbert-hotelnyi lesz.

8. Egy végtelen dimenzids tér minden pozitiv egész koordinataju pontjaba
tesziink egy szobat (végtelen sok koordinatas vektorral irhat6 le egy szoba
,»szama’).

Ebben az esetben végre nagyobb szallodat kapunk. S6t, azt fogjuk belatni,
hogy ha csak 1-et és 2-6t hasznalunk koordinataérték gyanant (csak 2
értéket végtelen sok helyett!), akkor is nagyobbat kapunk. Ebbdl aztan
meg plane kovetkezni fog majd, hogyha az 6sszes értéket hasznalnank, az
a szalloda nagyobb lenne az eredetinél.

Eldszor is lassuk be, hogy ebbe az uj szalloddba bekoltoztethetok a
Hilbert-hotel vendégei. Vegyiik egyszeriien azokat a szobakat, melyek
koordinatai kozt csak egyetlen 2-es van a tobbi mind 1-es. A Hilbert-hotel
n. vendégét koltoztessiik abba a szobdba, aminél az n. helyen van 2-es.
Az, hogy a koltoztetés visszafelé nem lehetséges, visszavezetjiik arra a
korabbi esetre, hogy a Hilbert-hotelbe nem helyezhetd el annyi vendég,
mint ahany pont a [0,1] szakaszon van. Csindljuk azt, hogy az 1-et
kicseréljiik 0-ra, a 2-6t pedig 1-re. igy most egy szoba ,,sorszama” egy 0-
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kbol és 1-esekbdl 4llo sorozat lesz és minden szobdhoz kiilonbo6z6 ilyen
sorozat tartozik. Egy szoba ezen kddja elé irjunk egy 0-at és egy vesszot.
fly modon a kapott dolgot felfoghatjuk, mint egy tizedes tortet. De nem
mint 10-es szamrendszerbelit tekintsiik, hanem 2-es szamrendszerbelit,
mely természetes mdédon meghataroz egy szamot a [0,1] intervallumban.
fgy minden szobahoz hozzarendeltiink egy [0,1] intervallumon beliili
szamot. S6t, minden [0,1] intervallumon beliili szamhoz 1étezik egy szoba,
ami pont oda rendelddik. Igy legalabb annyi szoba van, mint [0,1]
intervallumon beliili szdm. (A 2-es szamrendszerbeli tizedestort feliras
nem egyértelmi volta miatt lesznek szobak, amik ugyanoda képzddnek,
de belathato, hogy ez a szdmossagon nem valtoztat. Ebbe nem megyiink
bele, mert nincs ra sziikség a feladat megoldasahoz.)

Konkluzio: nem is olyan konnyli nagyobb hotelt kapni atépitéssel.

+1 kérdés/feladat: A 7-es és a 8-as feladat miért nem ugyanazt az eredményt
adja? Mert latszolag ugyanazok.

Ennek az az oka, hogy a 7-esben minden 1épésben csak véges sok koordinata
nem 0, az dsszes tobbi 0. Azt is mondhatnank, hogy azon vektorok egyiittesen,
melyeknek minden koordinatdja pozitiv egész szam, de csak véges sok nem 0
van, annyian vannak csak, mint ahdny szoba a Hilbert-hotelban van. Ellenben,
ha az utobbi kikotést elejtjiik, akkor nagyobb halmazt kapunk, melynek elemeit
mar nem lehet elhelyezni a Hilbert-hotelben.

3. Osszegzés

Azt gondoljuk, hogy az itt ismertetett feladatok tovabb mélyithetik a hallgatok
érdeklodését a végtelen szamossagok irdnt, csokkenthetik idegenkedésiiket az
ezen a teriileten gyakori furcsasdgokkal szemben, illetve kedvet kaphatnak
tovabbi elmélytilésre a témaban.
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