BANHALMI ARPAD!

Mire j6 a Yule-féle asszociacios egyiitthatd és mire nem?

George Udny Yule az 1910-es év kornyékén felismerte, hogy a linedris korrelécios egytitthato és en-
nek kiilonboz6 valtozatai alkalmatlanok bizonyos alacsony mérési szintii valtozok kozti kapcsola-
tok leirasara. Az 1890-es évek végén a mindségi ismérvek kozti asszociacios kapcsolatok vizsgala-
ta a logika targyteriiletéhez tartozott, Yule szandéka az volt, hogy ezeket a vizsgalatokat beemelje
a statisztikai mddszerek kozé. A logikai alapoktol indulva konstrualt — akkor még hidanypétlo jel-
leggel — 2x2-es tablak esetén hasznalhatd, az asszocidcids kapcsolatok mértékét kifejezé6 mutatokat:
az asszociacios és a kolligacids egyiitthatokat. A magyar szakirodalomban - kiilonosen a statiszti-
katankonyvekben - figyelmen kiviil hagyjak a Yule altal bevezetett mutatok konstrudlasanal alkal-
mazott alapvetéseket, igy a mutatok feliiletes és félrevezet értelmezését adjak.

Azt gondolhatnank, hogy a 2x2-es kontingenciatabldk részletes vizsgalata napjainkra rég lezarult,
de ez korant sincs igy. Az elmult szdz évben szamtalan mutatét konstrualtak alternativ ismérvek
asszociacios kapcsolatanak vizsgalatdra, a nemzetkozi szakirodalomban - kelléen megalapozott és
elfogadott médon — husznal is tobb mutatét hasznalnak. A nominalis és ordindlis szinten mérhetd
alternativ ismérvek kapcsolatat, az egyes mutatok értelmezési mddjait és a mutatok egymassal valo
kapcsolatat jelenleg is aktivan vizsgaljak.

A gazdasagi fels6oktatasban a 2x2-es tablak vizsgalatara alkalmazott mutatokat 6sszehasonlitva azt
tapasztaljuk, hogy bizonyos megoszlasok esetén feltlinden kiilonbozd értéket adnak, ezért a részle-
tes 0sszehasonlitasukkal valaszt keresiink az eltérés okara. A Yule-féle mutaton kiviil a tanagyagban
és a szamonkérésben a Csuprov- és a Cramer-mutato szerepel, amelyek értékei 2x2-es tablak esetén

megegyeznek. Az Osszehasonlitast mégis az — elGjellel ellatott — ¢ és a Yule-féle egyiitthatd esetén
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végezziik el, mivel a ¢ abszolut értéke megegyezik a Csuprov- és Cramer-mutatok értékével, az el6-
jele pedig ugyanaz, mint a Yule-mutaténak.

Rogzitett peremgyakorisagok esetén mdr Yule is vizsgalta az dltala konstrudlt asszocidcios egytitt-
hat6 és mas asszociaciés mérdszamok eltérését és kapcsolatat. A peremgyakorisagokra tett feltételt
feloldva is lehet egzakt kovetkeztetéseket levonni a ¢ és a Yule-mutat6 eltérésének alsé hatararol:
a Yule-mutatd abszolut értéke legalabb annyi, mint a 2¢/(1 + ¢?) abszolut értéke, az egyenlGség csak
szimmetrikus 2x2-es tablak esetén teljesiil. Tehat a Yule-mutaté minden esetben erésebb asszocia-
cids kapcsolatot jelez, mint a ¢ — ezéltal a gazdasagi felsGoktatasban tanitott Csuprov- és Cramer-
mutato is.

A ¢ és a Yule-mutatd sziikségképpen fennalld eltérésére a magyarazatot az adja, hogy mig a vizs-
galatba vont valtozok fiiggetlenségét a ¢ és a Yule-mutat6 azonos modon veszi figyelembe, a teljes
asszociaciot masként. Mindkét mutatdé konstrukcidjanak alapgondolata, hogy az asszocidcios-disz-
szocidcios kapcsolat mértékét — a pontosan definidlt negativ és pozitiv asszocidcio figyelembevételé-
vel — a teljes asszocidcié vagy disszociacio és a fliggetlenség kozott mérje. Teljes disszociacio esetén
mindkét mutato értéke -1, fiiggetlenség esetén 0, és ha teljes asszociacid tapasztalhatd, 1. Részletes
elemzéssel és a Yule-féle konstrukcios alapfeltevések figyelembevételével nyilvanvalova valik, hogy
a teljes asszociacié (disszociacio) definicidja eltér a két mutatd esetén. A Yule-féle meghatarozas
szerint teljes asszocidciordl vagy disszocidciordl akkor beszéliink, ha legaldbb egy ismérvvaltozat
szitkségképpen egyiitt jar a masik ismérv valamelyik véltozataval, a teljes asszociaci6 ezen meghata-
rozasanak tesz eleget a Yule-mutatd. A ¢ meghatarozasanal a teljes asszocidcié egy masik meghata-
rozasa jatszik szerepet: ebben az esetben teljes asszociaciordl vagy disszociaciordl akkor beszéliink,
ha mindegyik ismérvvaltozat szitkségképpen egyiitt jar a masik ismérv valamelyik valtozataval.

A cimben feltett kérdésre a valasz: a Yule-mutatd és a ¢ a teljes asszociacié mértékét mas-mds érte-
lemben méri, amit e mutatok értelmezésénél és az értékeik osszevetésénél figyelembe kell venni.

Kulcsszavak: asszociacid, asszociacids mérték, Yule, kontingencia, kolligacié
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Bevezeto

Ebben a tanulmanyban a Yule-féle asszociacios egyiitthato és a ¢ értékeinek eltérésére keresiink magya-
razatot. Nagyszamu véletlenszertien generalt 2x2-es tabla segitségével szimulaljuk az egyiittes eloszlasu-
kat, majd a szimulacié alapjan levont kovetkeztetéseket matematikailag igazoljuk. A két mutatd eltéré-
sére kapott als6 becslésre a mutatok eltéré definicidjaban keresiink magyarazatot, és azt talaljuk, hogy
a két mutato esetén a teljes asszociacio fogalma eltér. Ezek alapjan javaslatot tesziink a mutatok helyes
hasznalatara és értelmezésére: a Yule-mutatd egyhez kozeli abszolut értéke azt fejezi ki, hogy legalabb,
a ¢ pedig azt, hogy pontosan két ismérvvaltozat esetén mutathato ki erds asszocidci6. Bar a két muta-
tobol eltérd kovetkeztetést lehet levonni az egyiittes asszociaciordl, az értékeikbdl nyerheté informacio
kiegésziti egymast.

Vizsgalatunk célja, hogy tisztazzuk a két, a 2x2-es tablakra alkalmazott asszocidcidés mérték hasz-
nalataban és értelmezésében tapasztalhaté kiilonbséget. A témavalasztast az indokolja, hogy a magyar
szakirodalomban a Yule-féle asszociacios egyiitthatd és a ¢ értelmezési és alkalmazasi kore nem kiilo-
niil el, ezzel latszélagos ellentmondasba keveredhetiink, ha alternativ valtozatokkal rendelkezd ismér-
vek kapcsolatat értékeljiik. E bizonytalansag megsziintetése érdekében két mddszerrel hasonlitjuk 6ssze
a mutatokat: egyrészt értékeik — szimulacion és matematikai becsléseken alapuld — Osszevetésével tisz-
tazzuk, hogy a kiilonbozd eloszlasoknal milyen mértékii eltérésre szamithatunk, masrészt definicidjuk
osszehasonlitasaval a kiilonbo6z6 eltérések értelmezését dolgozzuk ki. Ebben a tanulmdanyban a Yule-féle
asszociacios egytitthato és a ¢ megfelel6 értelmezésének kidolgozasara vallalkozunk.

Roviden attekintjiik a két mutat6 viszonyardl eddig ismert Osszefiiggéseket. George Udny Yule az
1900-as év kornyékén felismerte, hogy a linearis korrelacids egytitthato, és ennek kiilonb6z6 valtozatai
alkalmatlanok bizonyos alacsony mérési szintt valtozok kozti kapcsolatok leirdsara (Yule 1900: 257).
Az 1890-es évek végén a mindségi ismérvek kozti asszociacios kapcsolatok vizsgalata a logika targyte-
riiletéhez tartozott, Yule szandéka az volt, hogy ezeket a vizsgalatokat beemelje a statisztikai modszerek
kozé (Yule 1900: 258). Logikai alapoktél indulva konstrualt — akkor még hianypotlo jelleggel — 2x2-es
tablak esetén hasznalhato, az asszociacios kapcsolatok mértékét kifejez6 mutatokat: az asszociacios és
a kolligacios (Yule 1912) egyiitthatokat. Azt gondolhatnank, hogy a 2x2-es kontingenciatablak részle-
tes vizsgalata napjainkra rég lezarult, de ez korant sincs igy. Az elmult szaz évben szamtalan mutatdt
konstrualtak alternativ ismérvek asszociacios kapcsolatanak vizsgalatara; a nemzetkdzi szakirodalom-
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ban - kelléen megalapozott és elfogadott médon — hiszndl is tobb mutatét hasznalnak (Tan et al. 2004),
koztiik a Q-t és a ¢-t. A nominalis és ordinalis szinten mérhet6 alternativ ismérvek kapcsolatat, az egyes
mutatok értelmezési modjait és a mutaték egymassal valoé kapcsolatat jelenleg is aktivan vizsgaljak
(Ekstrom 2008), ehhez a kutatasi iranyhoz kapcsolddik a Q és a ¢ minimdlis eltérésének Gjszerli vizsga-
lata. Rogzitett peremgyakorisagok esetén mar Yule is vizsgéalta az altala konstrualt asszocidcids egytitt-
hat6 és mas asszocidcios mérészamok eltérését és kapcsolatat (Yule 1912), ezt a modszert meghaladva
a peremgyakorisagokra tett feltétel feloldasaval egzakt eredményeket adunk a ¢ és a Yule-mutaté eltéré-
sének als6 hatdrara.

A tanulmany elsé részében egy valds adatokon alapuld - és a pedagdgiai kutatasban tipikusnak
mondhaté - példan illusztraljuk a két mutatod eltérését, ezzel hangsulyozva, hogy a statisztikai gyakor-
lat szamara vonunk le relevans kovetkeztetéseket. A példa adatai alapjan kiemeljiik azt a tapasztala-
tot, hogy a két mutato ldtszélag eltéré erdsségli asszociacios kapcsolatot jelez. A kovetkezd részben azt
vizsgaljuk, hogy e jelentés eltérés a két mutatd értékében csak ritkan, elszigetelten fordul-e el6, vagy
altalanosnak tekintheté. Ennek érdekében végziink egy 2000 darab véletlenszertien generalt 2x2-es tab-
lat tartalmazé szimulaciét, ami a két mutatd egylittes eloszlasarol érdekes informacidkat szolgaltat: ha
a ¢ kozepes erdsségii kapcsolatot jelez, a Yule-féle asszociacios egyiitthatd joval erdsebb kapcsolatra
utal, mint a ¢. A szimulacié soran feltdrt minimalis eltérés Osszefliggéseit matematikai modszerekkel
pontosan megadjuk. A matematikai becslés alapgondolata, hogy belatjuk, a kolligacids egyiitthaté a ¢
és a Yule-mutaté kozé esik, illetve a Yule-mutaté kifejezhetd a kolligacids egyiitthato fiiggvényeként. Az
esetenként szembe6tlo eltérés a ¢ és a Yule-mutatd értékei kozott tehdt nem esetleges, az okdt a mutatdk
definicidja segitségével kivanjuk felfedni. A tanulmany kovetkezd részében sorra vessziik a mutatok né-
hany lehetséges definicidjat: koordinacids viszonyszamokon, fliggetlenség esetén fennallé gyakorisagok-
hoz valé viszonyitason, ellentétes irdnyu asszociacié fogalman és a teljes asszociacié meghatarozasan
alapulo bevezetését. A kovetkezd részben Osszegezziik a leirtakat, és megallapitjuk, hogy a megalapozasi
modok koziil a teljes asszociacié fogalmabol kiinduld definicié nyujt kelld magyarazatot a mutatok el-
térésére, egyuttal vildgossa teszi, hogy a két mutato a vizsgalt ismérvek kapcsolatarél mast-mast mond.
Ezutan kifejtjiikk, hogy a két mutat6 altal szolgaltatott informacié kiegésziti egymast, amit a hasznala-
tuknal és az értelmezésiiknél javasolt figyelembe venni. Végiil az aktualis mddszertani problémakhoz
kapcsoljuk az asszocidcios mértékek vizsgalatat.
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A problémat illusztrald gyakorlati példa

Az asszociacids kapcsolat erdsségének mérésénél felmeriil6 problémakat el6szor egy konkrét — valos mé-
résen alapul6 - példan szemléltetjiik. A 2013/2014-es tanév 6szi félévében a BGF KKK-n két szeminariu-
mi csoport — a 7-es és a 11-es csoport — hallgatdi kdrében vizsgaljuk két elemi matematikafeladat helyes
megoldasa kozti asszociacids kapcsolatot. A két csoportba dsszesen 63 hallgaté jart, koziilik 52-en irtak
meg a félév eleji szintfelméré dolgozatot. A tovabbiakban levont kovetkeztetések csak a szintfelmérot
megird 52 hallgatéra vonatkoznak. A szintfelmérd feladatsor 90 elemi matematikafeladatot tartalma-
zott, amelyek koziil kettd:

3 »

A feladatsor, 4. feladat: ,,Fejezze ki 2 hatvanyaként a kovetkez6 kifejezést! /2% = ...

A feladatsor, 27. feladat: ,,Gyoktelenitse az adott tort nevezdjét! ﬁ%ﬁ =..7
A feladatsoroknak harom - A, B és C - valtozata volt, a 4. és 27. feladatok mindharom feladatsoron
a fenti tipusoknak feleltek meg. A szintfelmérd soran azt értékeltiik, hogy az egyes feladatokat hibatla-

nul teljesitette-e a hallgatd. A 4. és 27. feladat esetén a kovetkezé megoszlast kaptuk:

1. tablazat: A hallgatok szdmdnak (£6) megoszldsa a 4. és 27. feladat hibdtlan teljesitése szerint

27.feladat
Nem teljesitette Teljesitette Osszesen
_fgs Nem teljesitette 33 1 34
3
< Teljesitette 13 5 18
Osszesen 46 6 52

Forrds: sajat szerkesztés (2014)

A két feladat teljesitése kozti kapcsolat erdsségére vagyunk kivancsiak, ezért kiszamitottuk a Yule-
mutatét (értéke 0,8539) és a Csuprov-mutatot (értéke 0,3698). A gazdasagi felsGoktatasban széles korben
alkalmazott tankonyvek szerint mindkét mutatéd abszolut értékének 0 és 1 kozé kell esni: a 0-hoz kozeli
értékek gyenge, az 1-hez kozeli értékek erds asszocidcios kapcsolatra utalnak (Korpas 1996: 133). Ese-
tinkben - a tankonyvi értelmezés szerint - a feladatok teljesitése kozott ,,a Yule-mutatd erés, a Csup-
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rov-mutat6 kozepesnél gyengébb kapcsolatot jelez”, ami ellentmondonak tiinik. Példank szempontjabol, de
altalaban gyakorlati szempontbol is fontos lenne tisztdzni a kovetkezd kérdéseket: A két mutatd kozti el-
térés milyen mértéki, mekkora eltérés adodik a kiilonb6zé megoszlasokra, milyen esetekben adnak kozel
azonos értékeket? Ha a két mutato jelentdsen eltér egymastol, hogyan értelmezheték az eredményeik?

A kérdések megvalaszolasahoz a két mutaté nagysagrendjét kell 6sszehasonlitani és tisztazni kell
a konstrukcidjuknal alkalmazott alapvetéseket, hogy azok milyen kévetkezménnyel jarnak az értelme-
zésiikre.

A ¢ és a Yule-mutat6 értékeinek 6sszehasonlitasa

Az A és B alternativ — rendre A,, A, és B,, B, ismérvvaltozatokkal rendelkezd - ismérvek esetén az
egylittes és peremgyakorisagokat az alabbi kombindcios tabla szemlélteti:

1. dbra: Sematikus 2x2-es kombindcids tdabla

B
B, B, Osszesen
A1 fﬂ f'IZ f1+
<
Az f21 f22 f2+
Osszesen f, f., n

Ezek alapjan a Yule-mutat6® szamitasi modja:

_ fir foz = fiz [
f11 'fzz +f12 'f21

Q

2 A Yule-mutatdt a magyarorszagi tankonyvekben Y-nal (Korpas 1996; Sandorné et al. 2013) vagy a-val (Koves — Parniczky 1973; Ke-
rékgyarté et al. 2001) jelolik. Yule eredetileg Q-val jel6lte (Yule 1900), és a kiilfoldi szakirodalomban a mai napi Yule-féle Q egyiitt-
hatoként hivatkoznak ra (Kotz 2006). Jelen tanulmanyban azért is indokolt ez a jel6lés, mert Y-nal a Yule-féle kolligacios egyiittha-
tot fogjuk jelolni (Yule - Kendall 1964).
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A Csuprov- és Cramer-mutat6é meghatarozasi médja:

_ |f11 “f22 — f12 'f21|
\/f+1 'f+2 'f1+ 'f2+

A ¢ mutatd a T és C ,el6jeles valtozata™

0= fi1 faz — fiz " faa
\/f+1 fiz fiv o for

A ¢ mutat6 abszolut értéke megegyezik a Csuprov- és Cramer-mutatdk értékével, az eldjele pedig azo-

nos a Yule-mutato eldjelével.

A Q értékét maga Yule is 6sszehasonlitotta mas asszociaciés mérdszamokkal (Yule 1912), de ezt rog-
zitett peremgyakorisagok mellett tette. Most arra toreksziink, hogy feloldjuk ezt a feltételt, a Q és a ¢
értékét ugy hasonlitsuk dssze, hogy ne kelljen rogzitett peremgyakorisagokra hivatkozni. Ennek egyik
lehetséges modja, hogy nagyszamu, véletlenszertien kitoltott 2x2-es tabla adataibél meghatarozzuk
a Q és a ¢ mutatdkat, és az Osszetartozo értékeket osszehasonlitjuk. Ezutan a szimulalt eloszlasok alap-
jan levont kovetkeztetéseket szigorti matematikai eszkozokkel is belatjuk.

Szimulacion alapuld 6sszehasonlitas

A szimulacion alapuld 6sszehasonlitas az asszociacios mérészamok elemzésének elfogadott modszere
(Tan et al. 2004; Ekstrom 2009). Nagy tomegben, véletlenszertien kitoltott 2x2-es tablakbdl allitjuk eld
és hasonlitjuk 6ssze Q és ¢ értékeit, majd a legegyszertibb mddszerrel, grafikus elemzéssel — aminek so-
ran a ¢ egylitthato fiiggvényében abrazoljuk Q értékeit — tesziink megéllapitasokat. Egy ilyen szimula-
ci6 végeredményét mutatja a 2. dbra, ahol az dsszesen 2000 véletlenszer(ien® generalt 2x2-es tabla alap-
jan szamitott (¢; Q) pontokat abrazoltuk. A grafikonon lathatunk egy szaggatott vonalat, ami a (¢; ¢)
pontok helyét jeloli. A ¢ és Q értékei kozt azokban az esetekben taldlunk egyezéséget, amikor valamely

3 Az egyes tablakban, a négy celldba egymastol fiiggetleniil, az egyiittes gyakorisigok helyére keriiltek 0-t6l 1000-ig véletlensze riien
nemnegativ egész értékek.
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(¢; Q) pont a szaggatott vonalra esik. Ilyen lehet a vonal két végpontja és az origé: a teljes fiiggetlenség
és a fiiggvényszerd kapcsolat esete. A szaggatott vonaltél tavolabbi pontok a két mutaté nagyobb, a ko-
zelebbi pontok kisebb eltérésére utalnak. A pontfelh6t szemlélve azt a sejtést fogalmazhatjuk meg, hogy
a ¢ és a Q eltérése nem teljesen véletlenszerd, a ¢ abszolut értékénél a Yule-féle Q mutaté abszolut érté-
ke - a fiiggetlenségtol és a fliggvényszerli kapcsolattol eltekintve — hatarozottan nagyobb. A szaggatott
vonalhoz legkozelebbi pontok - a negativ tartomanyon a pontfelhé ,teteje”, a pozitiv tartomanyon az
»alja” — olyan rajzolatot mutatnak, amit érdemes valamilyen fiiggvénnyel leirni. Az is megfigyelhetd,
hogy ez a mutatok minimalis eltérését ado (fliggdleges) tavolsag a ¢ mutatd +0,5 koriili értékeinél a leg-
nagyobb, koriilbelil 0,3.

2. abra: A ¢ fiiggvényében (vizszintes tengely) a Q mutaté (fiiggéleges tengely)

Matematikai becsléseken és differencialszamitason alapul6 6sszehasonlitas

A grafikus elemzés alapjan megfogalmazott sejtés egzakt modon igazolhatd. Yule az asszociacids egytitt-
hat6é mellett (Q) konstrualt egy hasonld tulajdonsagokkal rendelkezé masik mutatét, amit kolligacios
egyiitthatonak nevezett (Y) (Yule 1912). A két mutat6 kozott a kdvetkezé kapcsolat 41l fenn: Q = 2% (Yule
- Kendall 1964). El6szor belatjuk, hogy a |¢| < | Y] reldcié minden esetben teljesiil (pontosan tisztazzuk

az egyenldség feltételét is), majd kihasznéljuk azt a tényt, hogy a [-1; 1] intervallumon a Q =% szigo-
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ruan monoton né Y fiiggvényében, ahonnan a konvexitds figyelembevételével || < 2lol 2l _ 10|
. . , " , , ool g SFE2 T LAYE
adodik. Ezzel meghatarozhato tetszbleges ¢ esetén a két mutato legkisebb eltérése, és azt is megadjuk,

hogy ez a minimalis eltérés milyen 2x2-es tabldk esetén valosul meg.

A ¢ és a kolligacios egyiitthatd abszolut értékének Osszehasonlitasa

A kolligacios egyiitthaté Yule meghatarozasa szerint:

Y = \/fn 'fzz _\/f12 'f21
\/f11 [z +\/f12 fa1

Ebbdl a szamlalo konjugaltjaval valo bovités utan kapjuk:

Y = fi1 foz — fiz " [
(\/ 11 'fzz + \/f12 'f21)2

Allitasunk szerint lo| < |Y], tehat Vinfeazhzfoal o afea=fizfoal _ ami akkor és csak akkor teljesiil,

ha \/f+1'f+2'f1+'f2+ - (1/f11'f22+1/f12'f21)2

Vi faz fiv for = (Vfir - faz + 4 fiz 'f21)2 :

Mivel az egyenl6tlenség mindkét oldala nemnegativ, négyzetre emeléssel ekvivalens egyenl6tlenséghez
jutunk:

fer - foz fiv for 2 (Vfir " foz + iz 'f21)4 :

A peremgyakorisagokat felirjuk a megfelel6 egyiittes gyakorisagok dsszegeként:

(fir + f12) - (for + f22) - (fir + f21) - (fiz + f22) 2 (\/f11 “faz + 1/ fiz ']c21)4 .

Az egyszerlibb attekinthetdség érdekében bevezetjiik a kovetkezd jeloléseket:

a=fi1;b=fiz;c=for;d = frr.
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A szamtani-mértani kozepek kozti nevezetes Osszefliggés alapjan tetszéleges nemnegativ (A, B) valos
szampar esetén:

A+B
\/ABST

Mindkét oldalt szorozva 2-vel:

2VAB<A+B

Ez utébbi egyenlStlenséget alkalmazzuk a kovetkezd parokra:

(a*bce, bed?); (a*cd, abd?); (b*cd, abc?)
(ab*d, ac*d); (a*bd, acd®); (bctd, ab*c)
2abcd < a*be + bed?; 2(Vad)* Vbc < a*cd + abd?; 2Vad(Vbe)* < bed + abe?
2abcd < ab*d + ac?d, 2(Vad) 3 Vbe < a*bd + acd?; 2Vad(Vbe)® < bd + ab’e.

A hat egyenl6tlenséget 0sszeadva, és mindkét oldalt megnévelve (a’d? + b*c* + 2abcd )-vel, a bizonyitan-

do allitast kapjuk: (Vad +Vbo)' < (a + b)(a + o) (b + d)(c + d).

Figyelembe véve, hogy a peremgyakorisagok pozitivak, az egyenldség csak szimmetrikus* tabla (a = d és
b = ¢) esetén teljesiil. Ez a ¢ és a kolligacios egytitthatéra (Y) vonatkozdan azt jelenti, hogy fiiggetlenség,
tiiggvényszert kapcsolat és szimmetrikus (az atlokban megegyez6 értékeket tartalmazo) tablak esetén
egyezik meg a két mutato értéke. Azt is megallapithatjuk, hogy ezekhez az esetekhez kozeli 2x2-es tab-
lak esetén a ¢ és Y értéke egymashoz kozeli, ugyhogy az Y abszolut értéke minden esetben legalabb ak-
kora, mint a ¢ abszolut értéke. A ¢ és Y nagysagrendi viszonyait szemlélteti a 3. dbra, ami - az el6bbiek
sordn is hasznalt — véletlenszertien generalt 2x2-es tablak adatai alapjan mutatja az Y értékeit (fiiggdle-
ges tengely) a ¢ értékeinek fliggvényében (vizszintes tengely).

4  Itt mds értelemben haszndljuk a ,,szimmetrikus” kifejezést, mint a matrixelméletben. Szimmetrikus tabla alatt itt ,kézéppontosan
szimmetrikust” értiink, a 2x2-es tabla f6atléjaban és mellékatlojaban is egyforma gyakorisagok szerepelnek.
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3. abra: A ¢ fliggvényében (vizszintes tengely) az Y mutato (fligg6leges tengely)

60
0
‘{w."*f"{

3 XA
/o * Y >

3 o -1

A ¢ és a Yule-féle asszociacids egyiitthatdo minimalis eltérése

HaaQ= 1?}’,2 Osszefiiggést tekintjiik (—1 < Y < 1), megallapithatjuk, hogy a Q asszocidcids egyiitthaté Y

szerinti elsérendi derivaltja —1 < Y < 1 esetén pozitiv:

dQ  2(1-v?)
v "+ 0

,, 2Y
Tehat
14+Y?2

az Y figgvényében pdratlan, az imént megallapitott | ¢ | < | Y| relaciébdl kovetkezik:

2lpl___2lY]
1+@2  1+7Y2

az Y fuggvényében szigortian monoton né a ] —1; 1[ intervallumon. Kihasznélva, hogy oy

2 2|p|

. 14 2 4 14
Mivel || <1, ezért 1+ ¢? <2,igy 1 < o7 ahonnan |@| < Tro? tehat
2|l 2|Y|
< =
0l < 145 < Tz = 10!
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Ezzel belattuk, hogy a ¢ abszolut értékénél - igy a Csuprov- és Cramer-mutaténal — a Yule-féle asszocia-
cios egyiitthato (Q) abszolut értéke, a fiiggetlenség és a fliggvényszerii kapcsolat esetét leszamitva, min-
den esetben nagyobb. S6t azt is meg tudjuk mondani, hogy ez az eltérés legalabb mennyivel nagyobb.

A ¢ és Q azonos eldjeliiek, ezért a minimalis eltérésiiket a kovetkezd relacié adja meg:

2¢
1+ 2

lop —Ql=|p —

A 4. dbra a ¢ és a Q minimalis eltérését szemlélteti.

4. abra: A ¢ fiiggvényében (vizszintes tengely) a ¢ és a Q mutaté minimdlis eltérése (fiiggGleges tengely)

eltérés

29 . iy . e ls .
>| maximumbhelyei és maximumértékei fiiggvényelemzéssel pontosan meg-
1+¢

hatarozhat6k, a minimalis eltérés a legnagyobb, ha ¢ = £ VW5 - 2 = £0,4859, és a két mutaté minimalis

Természetesen a |(p -

eltérése ebben az esetben:

VEWVE -2

s B
lp — Q| = N

= 0,3003
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Az is belathat6, ha ¢ = 0,4859, akkor a Q minden 0,4859 + 0,3003 = 0,7862 és 1 kozotti értéket — alkal-
mas 2x2-es tabla esetén — felvehet. Ez altalanosabban is igaz, tetszéleges ¢ # 0, £1 esetén a Q
(1) a ¢ pozitiv értékeire a [:Z ; 1] és

27

2¢
1+@2

(2) a ¢ negativ értékeire a [—1;
oszlasra.

] intervallum minden elemét felveheti valamely alkalmas el-

Ehhez fel kell haszndlni Q azon tulajdonsagat, hogy ha a 2x2-es tabla valamely sorat vagy oszlopat meg-
szorozzuk egy pozitiv szammal, a Q értéke valtozatlan marad (Yule 1912). Legyen adott egy pozitiv ¢,
be fogjuk latni, hogy Q minden lehetséges értéket felvehet li(p >
bizonyitas adhato, ezért csak a pozitiv esetet részletezziik). A ﬁizonyitést két lépésben végezziik el.

és 1 kozott (negativ ¢ értékekre hasonld

I. El6szor belatjuk, hogy van olyan egytittes eloszlas barmely 0 < ¢ < 1 esetén, amelyre minden
2¢

1+ @2

érték megvaldsul. Az 5. dbrdn lathaté kombinacids tabla adja meg azokat az eloszlasokat, amelyekre

<Q0<1

a Q értéke legkozelebb van a ¢ értékéhez adott ¢ esetén, ahol a egy pozitiv aranyossagi tényezd. Egysze-
2¢
1+¢?

rii szamolassal adddik, hogy ebben az esetben valéban Q =

5. abra: Szimmetrikus 2x2-es kombindcids tdbla

B
B, B, Osszesen
A, a(l +¢) a(l — o) 2a
<
A, a(l —¢) a(l +¢) 2a
Osszesen 2a 2a 4aq

Most tekintsiink egy ¢-nél nagyobb ¢, értéket, ami az 5. dbrdn lathatd eloszlasok esetén adddik, ha

¢ helyébe ¢ -t irunk, ugyanezen eloszlasokra Q = 1i(p0

>. Amennyiben ennek a tdblanak az els6 sorat

0
megszorozzuk egy pozitiv x egytitthatéval, a Q értéke valtozatlan marad, a ¢ értéke igy mddosul:
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2x¢pq

px) =
VX[ + @o)x + 1= @ol[(1 — @o)x + 1+ @]
A fuggvény derivaltja:
, x(1 - Xz)(Po(l - (Poz)
p'(x) =

(VXA + po)x + 1= 9ol —po)x + 1+ 9ol)

Mivel a ¢(x) derivéltja ¢ #1 esetén a ]0; 1[ intervallumon pozitiv, illetve lim, ,,.¢(x) =0 és ¢(1) = ¢,
a Bolzano-tétel értelmében a ¢(x) minden értéket pontosan egyszer vesz fel a ]0; ¢ ] intervallumon
(0 < x < 1), igy valamely x,-ra < ¢, miatt a ¢ értékét is. Tehat erre az x, szorzdra teljesiil, hogy pont az
adott ¢ és Q érték adddik asszociacidés mérészamként az 6. dbrdn megjelenitett eloszlas mellett.

6. abra: Olyan eloszldsok, amelyekre a ¢ és a Q az el6re adott értékeket veszik fel (a > 0)

3 B 5, Osszesen
< A, ax,(1 + @) axo(1 — @) 2ax,
A, a(l — @) a(l +¢@,) 2a
Osszesen alx,(1 + @) + (1 — @) alx,(1 —@,) + (1+ @)l 2a(x, + 1)

Az x értékei expliciten is meghatarozhatok:

00t (1 = 9D + (9% — 9?) + 29> (1 — 92 (9o? — ¢?)

(x0)1,2 =
(1 90°)9?
—./1-02
Figyelembe véve hogy Q = 11(:(;2 , amibdl @o = : é ¢ , az x, az elore rogzitett ¢ és Q fliggvényében

a kovetkezoképpen adhatd meg:

1-¢2 = T=0 [1-¢2)[(1-/T-@) - ¢2¢7]
9*1-Q?

(x0)1,2 =
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Ha az egylittes gyakorisagok pozitivak, akkor adott ¢ és Q értékhez (ahol % < |Q| és a két mutatd

el6jele megegyezik) megadhatoé® olyan eloszlas, amihez pont a megadott ¢ és Q(pértékek tartoznak:

1-g2- 1—inj(1—<p2)[(1—J1——02)2—<p202]

fiu=a NAEEERUEY
H 92J1-Q% Q ’
2
1-¢?- 1—Q2ij(1—<p2) 1-J1-Q%) —¢?@?

fu=a R =)
12 92J1-Q? Q ’

—-1+y/1-Q2% , +1-+/1-Q2 i . (s "
fo1 = a% €s fry = a% , ahol a egy pozitiv aranyossagi tényezo.

II. Belatjuk, hogy van olyan egyiittes eloszlas barmely 0 < ¢ <1 esetén, amelyre a Q=1 érték megvalosul.
Ez a keresett eloszlasok egyszer(i megadasaval torténik, a 7. dbra jobb oldali eloszlasai ilyenek. A bizonyi-
tasnak ehhez a részéhez nem tartozik, de a teljesség kedvéért a negativ ¢ értékekhez tartozo eloszlasokat
is megadtuk (7. dbra, bal oldal). Tehat, ha az egyiittes gyakorisagok koziil pontosan az egyik nulla, akkor
a 7. dbrdn lathato eloszlasok olyanok, amikhez az eldre adott ¢ érték tartozik, és a Q értéke 1 vagy -1.

7. abra: Adott ¢-hez és Q = * 1-hez tartozo eloszldsok, ha a kapcsolat nem fiiggvényszerii (a > 0)

Q=- Q=1
B1 BZ B1 2
A, 0 ) A, aop 0
A, —-ae a(l + o) A, a(l -¢) ap
Q=-1 Q=1
B1 BZ B1 BZ
A, a(l + o) -ap A, ap a(l - o)
A, -ag 0 A, 0 ap

5 Ezzel az 9sszes ilyen eloszldst nem adtuk meg.
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2lol |Q| teljesiil,

Osszegzésiil elmondhatjuk, hogy az dsszes egyezd elGjelti ¢ és Q érték, amelyre — <
T

megvaldsul valamely alkalmas eloszlas esetén.

A ¢ és a Q definicidi

A kiilonb6z6 asszocidciés mutatdk szarmaztatasatol azt varjuk el, hogy legyenek vildgosak a konst-
rukcio6 alapvetései, és amennyiben ez lehetséges, a mutaté definialasabdl megallapithat6 legyen annak
értelmezési modja. Sorra vessziik a ¢ és Q tobbféle megalapozasat, és ezek segitségével probalunk az
értelmezéseikben adddo kiilonbségekre kovetkeztetni. Elszor a mutatok azon bevezetési mddjait ele-
mezziik, melyek a mai fels6foku statisztikaoktatasban hasznalatosak: a Q esetén a koordinacios viszony-
szamokbdl torténd, a ¢-nél pedig a y* statisztikdn alapuld levezetést. Mindkét modszer vizsgalatanal
arra toreksziink, hogy a masik mutatdt is az adott elvek alapjan definialjuk, tehat a ¢-t is meghatarozzuk
koordinacids viszonyszamokkal, és a Q-nak is megadjuk egy olyan formajat, ami a fliggetlenség ese-
tén feltételezhetd gyakorisagokhoz vald viszonyitason alapszik. Majd megadjuk a mutatoknak egy olyan
szarmaztatasi modjat, ami a Q mutaté altalanositasdnak tekintheté y mutaténal haszndlatos. Végiil
a ¢ és Q létrehozasara eredetileg alkalmazott Yule-féle konstrukcids elveket vizsgaljuk meg. Mind
a négy modszernél megallapitjuk, hogy megalapozhat6-e az adott médon mindkét mutato, és ha igen,
akkor a konstrukci6 alapfogalmaival lehet-e természetes modon, a statisztikai gyakorlat szamdra hasz-
ndlhaté interpretacidjat adni a mutatéknak. Amennyiben lehetséges ilyen értelmezéseket adni, megha-
tarozzuk, hogy ezek az értelmezési moédok hogyan teszik 6sszehasonlithatéva a mutatokat.

A tovabbi vizsgalatok sordn az egyfittes eloszlas 8. dbrdn feltiintetett egyszerusitett jelolésmodjat alkal-

mazzuk.
8. abra: Az egyiittes eloszlds és a fiiggetlenség esetén fenndllo eloszlds egyszertisitett jelolése
Fliggetlenség esetén
B, B, Osszesen B, B, Osszesen
A, a b a+b A, a*= b*= a+b
A, C d c+d A, CHx= d*= c+d
Osszesen d a+ b+ n Osszesen a+c b+d n
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Definici6 koordinacios viszonyszamokkal

A gazdasagi felsGoktatas szamara irt tankonyvekben a Yule-féle asszociacids egyiitthatét koordina-
ciés viszonyszamok segitségével definidljak (Koves — Parniczky 1973: 302; Korpas 1996: 132; Kerékgyar-
to et al. 2001: 68; Sandorné et al. 2013: 139). A gondolatmenet a kévetkezo:

Az A és a B ismérvek akkor és csak akkor fliggetlenek, ha % = % és0 < a,b,cd.

Az egyenldséget atrendezve:

ad —bc =0

Erdemes megjegyezni, hogy fiiggetlenség esetén egyik egyiittes gyakorisag (a, b, ¢, d) sem nulla, és mi-
vel olyan eloszlasokat vizsgalunk, ahol a peremgyakorisagok pozitivak, az ekvivalencia valéban teljesiil.
Ha a fiiggetlenség nem teljesiil, az ismérvek kozott asszocidcids kapcsolat van, ad - be # 0, tehat ad - be
normalt értéke az asszociaciéo mértékének megfelel6 mérdszama lehet:

_ad—bc
" ad + bc

A Q egyiitthaté koordinacids viszonyszamokkal torténd bevezetése nehézségekbe iitkozik, ha valame-
lyik egytittes gyakorisag (a, b, ¢, d) nulla értéki. Fiiggvényszert kapcsolat esetén a kérdéses koordina-
ciés viszonyszamok - nulldval val6 osztds miatt — nem is értelmesek. Hosszas magyarazkodas utan,
hatarértékek vizsgalataval lehetne a koordinaciés viszonyszamok segitségével precizen definialni Q ér-
tékét. Amennyiben e modszer mellett dontiink, a Yule-féle asszociacios egyiitthato a kovetkezé médon
definidlhato:

—1,haa=0vagyd =0

a_b

_ c d
Q= a 2,haa,b,c,d:utO

c d

1,hab=0vagyc=0
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Haa, b, ¢, d # 0, a Q koordinacids viszonyszamokkal a kovetkezé alakokban is irhato:

A tortek szamlaloja értelmezhetd, két koordinacids viszonyszam kiilonbségvételen alapuld 6sszehason-
litasat fejezi ki, am a tortek nevezdje koordinacids viszonyszamok 0sszege, nincs gyakorlatban is hasz-
nalhatd értelmezése, ezért a Yule-féle asszociacios egyiitthatonak nincs a koordinacids viszonyszamo-
kon alapulé gyakorlati értelmezése. A koordindciés viszonyszamokkal torténd felirds olyankor lehet
fontos, amikor hianyosak az egyiittes eloszlasrol sz6lo ismereteink, csak a megfelelé koordinacios vi-
szonyszamokat ismerjiik. Példaul, ha a fent részletezett szintfelméré feladatok teljesitésérdl csak a kovet-
kezdket tudjuk: A 27. feladatot nem teljesiték korében 2,5385-sz0r tobben nem teljesitették a 4. feladatot,
mint ahdnyan teljesitették; a 27. feladatot teljesiték korében 5-szor annyian teljesitették a 4. feladatot,

mint ahdnyan nem teljesitették. Ezek alapjan a Q értéke meghatarozhaté: ¢ = 22**°75 — g g539.

1
2,5385+§

Bar a ¢ egytitthatét nem szokds — és nem is érdemes — koordindcids viszonyszamok segitségével leve-
zetni, a Q-val valé Osszehasonlithatosag érdekében megadjuk a koordinacids viszonyszamokkal felirt
alakjait (a, b, ¢, d # 0):

S Q

JE3+a+DE )@+ JG+E+E+H G+ )6

Ezekbdl a formuldkbdl kideriil, hogy nem csak megalapozni nem érdemes a ¢ egyiitthatét koordindci-
6s viszonyszamokkal, illetve az értelmezése sem lehetséges veliik, de hianyos adatok esetén szamitasra
is nagyon koriilményesen hasznalhatd. Négy megfelel6 koordinacids viszonyszam ismeretében hata-
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rozhaté meg az értéke, igy technikai értelemben sem érdemes koordinacids viszonyszamokra alapozni
a ¢ szamitasat. Elméleti szempontbdl lehet érdekes a ¢ ilyen megadasa, ennek segitségével az abszolut
értéke konnyen 6sszehasonlithat6 a Q abszolut értékével:

a b a b

o] = E__| _ c d < c d

JE+E+8+ D) Er0)(Grn) JErh+aeD)(@h+8ub41) [E+D)(E+D)

= Q|

Definici6 a fiiggetlenség esetén fennallo gyakorisagoktdl vett eltérésekkel

A ¢ mutatd bevezetése a x* statisztikdn alapul, ezt szokds négyzetes kontingencidnak is nevezni (Yule
— Kendall 1964: 76), ami a fiiggetlenség esetén feltételezheté gyakorisagok (a*, b*, c*, d*) és a tényleges
gyakorisagok (a, b, ¢, d) eltérését méri. A Q mutatéra is megadhatd olyan alak, ami - a y* statisztikatol
eltér6 modon - a fiiggetlenség esetén feltételezhetd gyakorisagokhoz valo viszonyitast hasznalja.

A Q egyiitthatonak van egy figyelemre mélté tulajdonsaga, miszerint tetszéleges a, f, y, & pozitiv
egyiitthatokra, amelyekre ad - By = 0 teljesiil,

_ad—bc aadd — Pbyc
"~ ad+bc  aadd + fbyc

+
o=

O | ool &
I IR

QRIQ|RIL

Az Osszefiiggés egyszeriien belathatd, mert ha ad - fy = 0, akkor ad = fy = € > 0. Egyrészt bévitve, mas-
részt egyszerUsitve a tortet e-nal, a fenti egyenldséghez jutunk.

Az o = a*, = b* y=c* § = d* valasztassal kapjuk:

a . d_b c
_a* d* b* c*
Q‘z.i+£.1
a* d*  b* c*
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Az ai %, %, Ci tortek hanyados képzésen alapuld dsszehasonlitast fejeznek ki, azt mutatjak meg, hogy
a tényleges gyakorisagok hanyszorosai a fiiggetlenség esetén fennallé gyakorisagoknak; viszont a bel6-
liik képzett mutaté pusztan ezekre az ardnyokra hivatkozva a statisztikai gyakorlatban nem értelmezhe-
t6. Ez a fajta feliras csak a Q kiszamitasat teszi lehet6vé az adott aranyok ismeretében.

A ¢ esetén mas a helyzet, mert az eredeti meghatarozasban szerepl6 ¢? = XTZ formula (Yule - Kendall

1964: 76), a ¢-nek eldjelet tulajdonitva, tobbféleképpen is atfogalmazhato:

2 2

i a— a*\?2 . b — b* . c — c*\? . d—d*
v ¢ = sign(ad — bc) a( ar ) +b(a€*+2*:*gdi* ) +d( dar )

2

) slra—a*\ (b—b*\ /c—c*\/d—d*
o =stgnad —bo)- (=) (=) () ()

Mindkét formula a gyakorisagok és a fliggetlenség esetén fennalld gyakorisagok relativ eltéréseinek az
atlagat fejezi ki. Az (1) képlet sulyozott négyzetes, a (2) stlyozatlan mértani® atlag. Gyakorlati szempont-
bdl értelmezheté mindkét feliras, a ¢ mutat6 tobbek kozott a gyakorisagok atlagos relativ eltérését mu-
tatja a fliggetlenség esetén fennallé gyakorisagoktol. Tekintsiik a kovetkezd példat! A szintfelmérd 4. és
27. feladata esetén a hallgatok teljesitményérdl az 2. tabldzatban foglaltakat ismerjiik.

A 2. tdbldzat adataibdl:

Q = SIS — ,8539 é57 g = 1-3/0,0972 - 0,7451 - 0,1836 - 1,4071 = 0,3698.

6 A negyedik gyok alatt a tortek abszolut értékét kellene szerepeltetni, mert ezeknek vessziik a mértani atlagat, egyébként a t6 rtek
kiilonbo6z6 elbjeltiek, és mint ilyeneknek, nem is értelmes a mértani 4tlaguk. De mivel a tortek koziil kett6-kettének megegyezik az
elGjele, az abszolutérték-jel elhagyhato.

7 sign(ad-bc) = sign(1,0972-2,4074-0,2549-0,8164) = 1.
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A ¢ jelen felépitésbol adodo értelmezése: A szintfelmérd 4. és 27. feladatdanak teljesitését vizsgdlva, a hall-
gaték kombinativ osztdlyozdssal nyert, teljesitmény szerinti csoportjaiban a hallgatok szdma dtlagosan
36,98%-kal tér el a fiiggetlenség esetén feltételezhetd létszamtol.

2. tablazat: A hallgatok szamdnak relativ eltérése (%) a fiiggetlenség esetén feltételezhetd gyakorisdagoktol
a 4. és 27. feladat teljesitése szerint

27.feladat
Nem teljesitette Teljesitette
§ Nem teljesitette +9,72 74,51
(3]
g
< Teljesitette -18,36 +140,74

Forrds: sajat szerkesztés (2014)

Definicio, ami az ellentétes iranyu asszociacion alapul

Az asszociaci6 vizsgalata soran az ismérvek kapcsolatanak harom esetét kiilonboztetjiik meg: (1) fiig-
getlenség esetén az asszociacid teljes hianyat, (2) pozitiv asszocidciét (vagy roviden asszocidciot) és
(3) negativ asszociaciot (disszociaciot). Ezekben az esetekben, ha fjeloli a 2x2-es tabla valamelyik egytit-
tes gyakorisagat és f* a hozza tartozo fiiggetlenség esetén fennallé gyakorisagot,

f=/*, ha fiiggetlenség,

f> f*, ha pozitiv asszocidcio és

f < f* ha negativ asszocidci6 tapasztalhat6 a megfelel ismérvvaltozatokndl.
Tehét az f - f* kiilonbség el6jele megadja az asszociécid irdnyat.

A 8. dbra jeldléseit hasznélvaa - a* = a - (a+b)n(a+c) = ad;bc = D, innen
a—a* =D b—b*=-D
c—c"=-D d—d" =D.
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Ezek alapjan lathatd, hogy a 2x2-es tablak két atlojaban ellentétes iranyu asszociacié tapasztalhato.
A kovetkez6 gondolatmenet az azonos elgjell asszociacios kapcsolatban 1év6 parok leszamlalasan alapul
(9. dbra). A 9. dbra bal oldali eloszlasahoz (6nkényesen) 1-et rendeliink az asszociacié mértékéiil, az el-
lentétes kapcsolatot mutatd jobb oldalon lathaté eloszlashoz —1-et.

9. abra: Azonos eldjelii asszocidcios kapcsolatban 1év pdrok eloszldsai

Az asszociacio Az asszociacio
mértéke 1 mértéke -1
B, B, Osszesen B, B, Osszesen
A, 1 0 1 A, 0 1 1
A, 0 1 1 A, 1 0 1
Osszesen 1 1 2 Osszesen 1 1 2

A 8. dbrdn lathato eredeti eloszlas alapjan a - d olyan par van, melyeknek az asszociacios mértéke 1, és
b c olyan, aminek -1.

A Yule-féle asszociacids egyiitthaté a kovetkezd formakban irhato:

) _ ad bc
Q_ad+bc ad + bc

2) —1.a—+ _1 L

( Q= ad + bc ( )ad+bc

Az (1) felirds megoszlasi viszonyszamok kiilonbségvételen alapuld dsszehasonlitdsaként értelmezhetd,
megmutatja, hogy az azonos eldjelii asszocidcidos mértékkel rendelkezé parok® korében mennyivel na-
gyobb azoknak a paroknak az aranya, amiknek az asszociacidés mértéke 1, mint azoknak, amiknek -1.
A (2) alak stlyozott szamtani atlagként értelmezhetd, megadja, hogy mennyi az asszociacié mértékének
atlaga az asszociacios kapcsolatban 1év6 parok korében.

8 Az itt definidlt parok a Goodman-féle y konstrukci6jinal alkalmazott konkordans és diszkonkorddns parok analogonjai (Kotz
2006: 2868-2869).
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A ¢ felirasdhoz el6szor bevezetiink két mennyiséget:

_a c ad bc 4. ad N bc
T b crd (@+b)c+d) (@+bc+d) (a+b)(c+d)+(_) (a+b)(c+d)
a b ad bc ad bc

Y, = -1

itc btd @ro0+d (ar00+d Y arovrd a+ob+d

A ¢, és ¢, 6nalloan is értelmezhetd és haszndlatos’ mutatok. A ¢, lehetséges értelmezései: (1) Megadja,
hogy mennyivel nagyobb az A, ismérvvaltozattal rendelkezdk korében a B, ismérvvaltozathoz tartozok
aranya, mint az A, ismérvvaltozattal rendelkezdk korében. (2) Megmutatja, hogy az olyan parok koré-
ben, amelyeknek egyike az A, a masika az A, ismérvvaltozattal rendelkezik, mennyivel nagyobb azok-
nak a paroknak az aranya, amiknek az asszociaciés mértéke 1, mint azoknak, amiknek -1. (3) Kifejezi,
hogy mennyi az asszocidcié mértékének atlaga az olyan parok korében, amelyeknek az egyik tagjaaz A,
a masik tagja az A, ismérvvaltozattal rendelkezik. Mivel ¢, és ¢, elGjele megegyezik, értelmes a kovetke-
z6 formula (a négyzetgyok alatti kifejezés nemnegativ):

¢ = sign(ad —bc) /@1 @,
Megjegyezziik, hogy sign(ad — bc) = sign(¢,) = sign(¢,).

A ¢ mutato6 a ¢, és ¢, mértani atlagaként' értelmezheté: megadja, hogy az olyan parok esetén, amelyek
tagjai kiilonbozé ismérvvaltozattal rendelkeznek, mennyi az asszociacié mértékének atlaga, illetve at-
lagosan mennyivel nagyobb azoknak a paroknak az aranya, amiknek az asszociaciés mértéke 1, mint
azoknak, amiknek -1.

9 A kismintas fuiggetlenségvizsgalatoknal alkalmazott egzakt prébaknal hasznaljak asszocidcidés mértéknek.

10 A mértani atlagot nemnegativ atlagolando6 értékekre szokas értelmezni, de a stilyozatlan mértani atlag kiterjeszthetd nempozitiv
értékekre is, ebben az esetben az dtlag értéke nempozitiv. A stlyozatlan mértani 4tlag olyan esetben nem hasznalhatd, ha az atlago-
landé értékek kozott van negativ és pozitiv is.
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Definicio a teljes asszociacio fogalma alapjan

A teljes asszociacidval torténé megalapozas alapgondolata az, hogy az asszociacios mérték fliggetlenség
esetén 0, teljes asszocidcid esetén az 1 vagy a -1 értéket vegye fel. A koztes esetekben e széls6 értékek
kozti eredményt adjon, a 0-hoz kozeli értékek a fliggetlenség esetén fennallo egyiittes eloszlasokhoz ko-
zeli, a £1-hez kozeli értékek a teljes asszociaciot megvalosito eloszlasokhoz kozeli esetekben valdsulja-
nak meg.

A flggetlenség definicidja — az ekvivalens megfogalmazasoktdl eltekintve — a szakirodalomban egy-
séges, ezzel szemben a teljes asszociaciot tobbféleképpen is lehet definidlni.

A diszjunktiv teljes asszociacio definicioja: Két ismérv esetén diszjunktiv teljes asszocidciorol beszéliink
abban az esetben, ha az egyik ismérv legalabb egyik vdltozata sziikségképpen egyiitt jar a mdsik ismérv
valamelyik vdltozatdval (Yule — Kendall 1964: 47). Egy egyszert példaval illusztralva: A hallgatok egy
csoportjardl tudjuk, hogy a csoportban minden fia dohanyzik. Ebben az esetben a nem és a dohdnyzasi
szokds esetén diszjunktiv teljes asszociaciot tapasztalunk, mert a nem egyik ismérvvaltozata — az, hogy
fia - szitkségképpen maga utan vonja a masik ismérv, a dohdnyzdsi szokds egyik valtozatat — azt, hogy
dohdnyzik. Ez nem jelenti azt, hogy minden dohdnyzé sziikségképpen fiu is. A diszjunktiv teljes asz-
szociaciot legegyszertibben a 0 gyakorisagok elhelyezkedésével lehet leirni, a 10. dbra ezt szemlélteti. Az
abran a szinezett mezok a pozitiv gyakorisagok helyét jelolik.

10. abra: A diszjunktiv teljes asszocidcio esetei

B, | B, B, | B, B, | B,

A |0 A, A | 0

A, A, 0 A, 0
B, | B, B, | B, B, | B,

A, 0 A, A,

A, A, | 0 A, | 0
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A konjunktiv teljes asszociacié definicidja: Két ismérv esetén konjunktiv teljes asszocidciorol beszéliink
abban az esetben, ha az egyik ismérv mindegyik valtozata sziikségképpen egyiitt jar a mdsik ismérv vala-
melyik valtozatdval. A teljes asszociacionak ezt a fogalmat szoktak abszolut asszociacidonak is nevezni
(Kendall - Stuart 1961: 540), illetve megallapithatjuk, hogy ekvivalens a fiiggvényszerti kapcsolat fogal-
maval. A konjunktiv teljes asszociacio lehetséges elrendezéseit mutatja a 11. dbra, a szinezett mezok itt is
pozitiv gyakorisagokat szimbolizalnak.

11. abra: A konjunktiv teljes asszocidcio (fiiggvényszerii kapcsolat) esetei

B, | B, B, | B,
A | 0 A, 0
A, 0 A, |0

A teljes asszociacionak tehat kétféle definiciojardl, kétféle értelmezésérdl beszéliink. Olyan mutatdkat
keresiink, amelyek ezen meghatarozasokon alapulnak, az abszolut értékiik 1 a teljes asszociacio, 0 a fiig-
getlenség esetén. A Yule-féle asszociacids egyiitthatd és a ¢ ilyen mutatok.

A Yule-féle Q egyiitthat6 a diszjunktiv teljes asszocidcion alapulé mutatd:

Q =0 akkor és csak akkor all fenn, ha az ismérvek fiiggetlenek;

|Q|=1 akkor és csak akkor teljesiil, ha diszjunktiv teljes asszocidciot tapasztalunk az ismérveknél,
tehat az ismérvek legalabb egyik valtozata minden esetben egyiitt jar a masik ismérv valamelyik valto-
zataval;

| Q| 1-hez kozeli értékei azt fejezik ki, hogy az ismérvek legalabb egyik ismérvvéltozata szinte minden
esetben egyiitt jar a masik ismérv valamelyik valtozataval, az el6jele segitségével pedig meghatarozhat-
juk, hogy melyek ezek az ismérvvaltozatok.

A ¢ mutatd6 a konjunktiv teljes asszociacion alapul:
¢ = 0 akkor és csak akkor all fenn, ha az ismérvek fiiggetlenek;
|@| = 1 akkor és csak akkor teljesiil, ha konjunktiv teljes asszocidciot, mas néven fiiggvényszerti kap-
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csolatot tapasztalunk az ismérveknél, tehat az ismérvek mindkét valtozata minden esetben egyiitt jar
a masik ismérv valamelyik valtozataval;

|| 1-hez kozeli értékei azt fejezik ki, hogy az ismérvek mindkét ismérvvaltozata szinte minden eset-
ben egyiitt jar a masik ismérv valamelyik véltozataval, az el6jelének figyelembevételével kovetkeztethe-
tiink ezekre az ismérvvaltozatokra.

A teljes asszociacio két eltér fogalmaval a ¢ és Q definidlhato, a teljes asszociacié kiilonbozé értelmezé-
seit figyelembe véve a gyakorlatban alkalmazott vizsgalatok sordn is jol interpretalhatok. Mivel az adott
ismérvek kapcsolatat mas értelemben mérik, de jelen megalapozasbol kovetkezéen Gsszeegyeztethetd
moddon, ezért adott esetben érdemes mindkét mutatét meghatdrozni, egymast kiegészité értelmezései-
ket adni.

A két mutato javasolt értelmezését a bevezetd példa adatain demonstraljuk. Ahogy azt mar az el6z6-
ekben meghataroztuk, a szintfelmér6 dolgozat 4. és 27. feladatanak teljesitése kozti kapcsolatot vizsgalva
Q = 0,8539 és ¢ = 0,3698. A két mutato értéke jelentdsen eltér egymastol, és ez az eltérés ¢ nullahoz
kozeli értékei estén tipikusnak mondhatd, ha valamelyik ismérvvaltozat a teljes asszociaciohoz kozeli
eloszlast mutat. A ¢ alacsony értéke arra utal, hogy nincs mindkét ismérvvaltozat szerint erds kapcsolat,
a Q magas értéke pedig arra, hogy legalabb az egyik valtozat szerint erds kapcsolat tapasztalhaté. E két
informaciot egytittesen ugy értelmezhetjiik, hogy - mindkét ismérv esetén — pontosan egy ismérvvalto-
zatnal tapasztalhato erds kapcsolat.

A ¢ mutaté alapjdn elmondhato, hogy a hatvinyozdsi azonossdg (4. feladat) és a gyoktelenités (27. fel-
adat) teljesitése kozott kozepesnél gyengébb sztochasztikus kapcsolat tapasztalhaté, az egyiittes gyakorisd-
gok dtlagosan 36,98%-kal térnek el a fiiggetlenség esetén vdarhato egyiittes gyakorisdagoktol.

A Yule-féle asszocidciés egyiitthato (Q) szerint kijelenthetd, hogy a feladatok teljesitésének csak az
egyik kimenetele mutat erés sztochasztikus kapcsolatot a mdsik feladat teljesitésével. Az eloszlds alapjan
(1. tabldzat): akik nem tudtdk a hatvdnyozdsi azonossdgot, azoknak 96,88%-a nem tudta a gyoktelenitést;
és akik tudtak gyokteleniteni, azoknak a 83,33%-a tudta a hatvanyozdsi azonossdgot.
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Osszegzés

2|l
17 AZ egyen-

16ség csak szimmetrikus 2x2-es tablak, fiiggetlenség és fiiggvényszerli kapcsolat esetén teljesiil; tehat

Az elemzések soran kideriilt, hogy a Yule-mutat6 abszolut értéke legalabb annyi, mint

a Yule-mutaté minden mas esetben erdsebb asszociacids kapcsolatot jelez, mint a ¢. A két mutato de-
finicio6i kozil a teljes asszocidcié fogalman alapulé meghatarozas alkalmazhaté mindkét mutatdra oly
moddon, hogy az értelmezésiik alapjan dsszehasonlithatoak legyenek, a tobbi vizsgalt definicid erre al-
kalmatlannak bizonyult. A ¢ és a Yule-mutatd sziikségképpen fennalld eltérésére tehat a magyarazatot
az adja, hogy mig a vizsgalatba vont valtozok fiiggetlenségét a két mutaté azonos modon veszi figye-
lembe, a teljes asszociaciot masként. Az 6sszehasonlitast lehet6vé tevé definicié szerint mindkét muta-
to konstrukcidjanak alapgondolata, hogy az asszociacios kapcsolat mértékét a teljes asszociacio és a fiig-
getlenség kozott mérje. A Yule-féle konstrukcids alapfeltevések vizsgalata soran nyilvanvaléva valt, hogy
a teljes asszociacié definicidja eltér a két mutaté esetén: A Yule-féle meghatarozas szerint teljes asszociacio-
rdl akkor beszéliink, ha legalabb egy ismérvvaltozat sziikségképpen egyiitt jar a masik ismérv valamelyik
valtozataval, és a teljes asszociacié ezen meghatarozasanak tesz eleget a Yule-féle asszociacids egytitthato
(Yule 1900, 1912; Yule — Kendall 1964). A ¢ meghatarozasanal a teljes asszociaci6 egy masik meghataro-
zasa jatszik szerepet, ebben az esetben teljes asszociaciordl akkor beszéliink, ha mindegyik ismérvvaltozat
szlikségképpen egyiitt jar a masik ismérv valamelyik valtozataval. A Yule-mutaté és a ¢ a teljes asszociacié
mértékét mas-mas értelemben méri, amit e mutatok értelmezésénél és hasznalatanal figyelembe kell venni.

A felséfoku gazdasagi statisztikaoktatasban a 2x2-es tablak asszocidcios vizsgalatara a Yule-féle asz-
szociacids egyiitthatdt javasoljak, mert egyszert kiszamolni. A Csuprov-mutatd esetén is ismert egysze-
rd formula, ezért a szamitasi bonyolultsag nem indokolja, hogy vele szemben a Yule-mutatét elényben
részesitsitk. Az asszociacids vizsgalatoknal nem is lehet elfogadhat6 indok a valasztott mérészam egy-
szerlisége, mert két ismérv kapcsolatardl tobbféle értelemben beszélhetiink, a Csuprov- és a Yule-mutato
mds-mas informéciot szolgaltat az egyiittes eloszldsrél. Erdemes megfontolni, hogy a mindennapi sta-
tisztikaoktatasban a 2x2-es tablak vizsgalata soran mindkét mutatot tanitsuk és szamoltassuk a hallga-
tokkal. Amennyiben a két mutatd kozel azonos abszolut értéki (ez csak gyenge és erés kapcsolat esetén
fordulhat el6), a két asszociacios mérték egyszerre értelmezhetd; ha a két mutato abszolut értéke jelen-
tosen eltér egymastdl, akkor a két mutato logikailag egymasra épiilé elemzésével készithetiink értelme-
zést, és az egyiittes eloszlas alapjan ravilagithatunk eltérésiik okara.
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Kitekintés

A Kotz-féle Statisztikai tudomanyok enciklopédiaja (Kotz 2006) a Yule-féle Q-t, a kolligacios egytitt-
hatét, a ¢-t, a Csuprov- és Cramer-mutatokat a ,,régi asszociaciés mértékek” kozé sorolja, velitk szem-
ben a Goodman-Kruskal-féle A-t helyezi el6térbe. Az asszociaciés mértékeknek tobb csaladja ismert:
a x* statisztikdn, feltételes valdszintiségeken és informacidelméleten alapulé mérészamok. Ezen muta-
tok konstrukcios elve, hasznalati kore és értelmezési modja is eltér egymastol, tehat semmiképp sem
gondolhatjuk, hogy a A az egyediili modern asszocidciés mérték (rdadasul kozismert az a hatranyos tu-
lajdonsaga, hogy nem csak fiiggetlenség esetén ad 0 értéket). A pszicholdgiai, pedagogiai és biologiai
kutatasok soran gyakran szembesiiliink azzal, hogy a vizsgalatba vont valtozokrol kevés megfigyelés-
sel rendelkeziink. Ilyenkor nem alkalmazhaték a nagymintas, kozelité eloszlasokon alapulé moédsze-
rek, gyakran csak a kismintds, a pontos eloszlast hasznal6 (egzakt) kovetkeztetési modszereket alkal-
mazhatjuk. Az egzakt probak olykor igen szamitasigényesek, papiron ceruzaval nem hajthatok végre,
de a szamitogépek teljesitményének fejlodésével elharult az akadaly a kismintas fiiggetlenségvizsgalatra
konstrualhat6 egzakt probak végrehajtasa elél. A napjainkban kidolgozott egzakt probak (Bereger 1996;
Ruxton - Neuhauser 2010) tobbsége valamilyen asszociacids mértéken alapul, ezért alapveto fontossagu
e mértékek alapos ismerete, illetve annak tisztazasa, hogy a ,,régi” asszociacios mutatok az egzakt pro-
bak soran miként alkalmazhatdk. Tovabbi kutatdsok gazdag forrasa lehet tehat annak a tisztazasa, hogy
kismintas fiiggetlenségvizsgalatok esetében adott tudomanyos kérdés eldontésére milyen asszociacios
mérték és milyen egzakt proba haszndlata indokolt.
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